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Введення 

 

Дані методичні вказівки є керівництвом для проведення практичного 

заняття за темою “Двоїстий симплекс-метод” в курсі “Дослідження 

операцій”. 

Метою методичних вказівок є закріплення студентами вивченого 

теоретичного матеріалу та здобуття практичних навичок для розв’язання 

задач лінійного програмування. 

Методичні вказівки складені з урахуванням того, що студент 

попередньо освоїв теоретичний матеріал та приклади, що були розглянуті на 

лекції. 

У результаті студент повинен навчитися знаходити розв’язок задач 

лінійного програмування двоїстим симплекс-методом. 

Практичне заняття містить основні теоретичні відомості, контрольний 

приклад, задачі для самостійної роботи та контрольні питання. 

Дані методичні вказівки призначені для студентів факультету інженерії 

та комп’ютерних технологій денної форми навчання. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №6 

Тема: Двоїстий симплекс-метод 

Мета: 1) Навчити розв’язувати задачі лінійного програмування двоїстим 

симплекс-методом. 

2) Навчити перевіряти псевдоплан задачі на оптимальність. 

3) Навчити переходити до нового псевдоплану задачі. 

Час: 2 год. 

 

 

1.1  Теоретичні відомості 

Двоїстий симплекс-метод використовується для знаходженні розв’язку 

задач лінійного програмування (ЗЛП), що записана у формі основної задачі, 

для якої серед векторів jP  маємо m  одиничних та довільних ib . 

Розглянемо ЗЛП. Необхідно визначити максимальне значення цільової 

функції  

max...2211  nn xcxcxcF    (1) 

при заданій системі обмежень 





























njx

bxaxaxax

bxaxaxax

bxaxaxax

j

mnmnmmmmm

nnmm

nnmm

,10

...

...

...

2211

222221212

112121111

   (2) 

де одиничними є вектора mPPP ,...,, 21  і серед ib  є від'ємні. 
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Розв’язок системи рівнянь (2) має вигляд  0,...,0,,...,, 21 mbbbX  . 

Серед ib  є від'ємні. Тому X  не є планом задачі. 

Розв’язок  0,...,0,,...,, 21 mbbbX   називається псевдопланом задачі 

(1)-(2), якщо усі ),1(
1

njcac
m

i
jijij  



 додатні. 

Теорема 1 Якщо в псевдоплані  0,...,0,,...,, 21 mbbbX   є хоча б 

одне від'ємне значення ib , таке що всі  njaij ,10  , то задача (1)-(2) 

взагалі не має планів. 

Теорема 2 Якщо в пседоплані  0,...,0,,...,, 21 mbbbX   є від'ємні 

значення ib  такі, що для кожного з них існує хоча б одне 0ija , то можна 

перейти до нового псевдоплану, при якому значення цільової функції задачі 

(1)-(2) не зменшується. 

 

Алгоритм розв'язку ЗЛП двоїстим симплекс-методом 

1) Складаємо симплекс-таблицю. У стовпці ib  є від'ємні значення. Якщо 

таких значень немає і всі 0 j , то такий план є оптимальним. 

2) Оптимальний план визначаємо переходом від однієї симплекс-таблиці до 

іншої, поки значення стовпця ib  будуть додатними. При цьому завжди всі 

0 j . 

3) Вибираємо i
b

b
i 0

max


 (наприклад, це lb ). Відповідно lx  виключаємо з 

базису. 

4) Знаходимо  ljj a ( 0lja )для визначення нової базисної змінної. 

Тоді   ljj
a

a
lj


0

min відповідає змінній, яку вводимо в базис (наприклад, 

це r -е значення). 
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5) Здійснюємо перехід до нової симплекс-таблиці за загальним правилом, де 

 є дозвільним елементом. 

 

1.2 Практична частина 

1.2.1  Контрольний приклад 

Задача 

Раціон годівлі худоби містить суміш мінеральних речовин А, В, С. У 

добу тварина повинна отримати суміш до складу якої входить не менше 4 од. 

речовини А, 6 од. - речовини В і 6 од. - речовини С. Речовини знаходяться в 

сировині чотирьох видів С-1, С-2, С-3, С-4. Кількість одиниць речовини, що 

знаходиться в 1 кг сировини кожного виду, вказано в таблиці 6.1. 

 

Таблиця 1.1 - Вміст речовин в 1 кг сировини 

Речовина 

Кількість одиниць речовини, що утримується в 1 кг 

сировини виду 

С-1 С-2 С-3 С-4 

А 1 1 - 2 

В 2 1 2 - 

С 1 1 2 - 

Ціна 1 кг 

сировини 
4 7 8 5 

 

Скласти математичну модель для одержання необхідної суміші з 

мінімальною вартістю витраченої сировини. Розв'язати побудовану задачу 

двоїстим симплекс-методом. 

 

Розв'язання 

Припустимо, що для одержання суміші необхідно витратити сировини 

С-1 - 1x  кг, сировини С-2 - 2x  кг, сировини С-3 - 3x  і сировини С-4 - 4x  кг. 

Таким чином, маємо наступну математичну задачу: серед усіх 

розв’язків системи обмежень 

lra
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



















.4,1,0

,62

,622

,42

321

321

421

jx

xxx

xxx

xxx

j

 

знайти такий, при якому цільова функція  4321 5874 xxxxF  приймає 

мінімальне значення. 

Приводимо задачу до вигляду (1)-(2). 

1) Для цього помножимо на -1 коефіцієнти цільової функції та нерівності 

системи обмежень. 

max5874 4321  xxxxF  





















.4,1,0

,62

,622

,42

321

321

421

jx

xxx

xxx

xxx

j

 

 

2) Приводимо задачу до канонічного вигляду. Одержимо задачу знаходження 

максимального значення цільової функції 

max0005874 7654321  xxxxxxxF  

при системі обмежень: 





















.7,1,0

,62

,622

,42

7321

6321

5421

jx

xxxx

xxxx

xxxx

j

 

 

Заповнюємо першу симплекс-таблицю. 

1) У стовпець базис заносимо базисні змінні 765 ,, xxx . 
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2) У стовпець 
i

Cб  заносимо коефіцієнти цільової функції при базисних 

змінних. 

3) У стовпець ib  заносимо праві частини рівнянь системи обмежень, а в 

стовпці  71,...xx - матрицю системи обмежень. 

4) В  1m -ому рядку заносимо значення цільової функції 



3

1
0

i
ib bcF

i
і 





3

1i
jijij cac )7,1( j . 

5) Значення останнього рядка, )7,1(,  jaijjj для 0ija  

напрямного рядка. Напрямний рядок вибираємо по максимальному за 

модулем від'ємному ib . 

6) Проводимо розрахунки: 

0)6(0)6(0)4(0 F , 

.00100000

,00001000

,00000010

,5)5(0000)2(0

,8)8()2(0)2(000

,7)7()1(0)1(0)1(0

,4)4()1(0)2(0)1(0

7

6

5

4

3

2

1















 

2

8
,

1

7
,

2

4
321














   

7) Для визначення напрямного стовпця вибираємо )(min
7,1

j
j




. 
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Таблиця 1.2 – Перша симплекс-таблиця 

    -4 -7 -8 -5 0 0 0 

 базис iб
c  ib  1x  

2x  3x  4x  5x  6x  
7x  

1 5x  0 -4 -1 -1 0 -2 1 0 0 

2 
6x  0 -6 -2 -1 -2 0 0 1 0 

3 7x  0 -6 -1 -1 -2 0 0 0 1 

  4 0 4 7 8 5 0 0 0 

  
2

4




 

1

7




 

2

8




 - - - - 

Початковий псевдоплан задачі  6;6;4;0;0;0;00 X , значення 

цільової функції 0)( 0  XF .  

Перевіримо план на оптимальність. План не є оптимальним, тому що 

стовпець ib  містить від’ємні елементи. 

Для визначення напрямного рядка знаходимо i
b

b
i 0

max


. Напрямним 

рядком є рядок 6x . 

Для визначення напрямного стовпця вибираємо )(min
7,1

j
j




. Напрямним 

стовпцем є стовпець 1x .  

Заповнимо другу симплекс-таблицю. 

1) Змінну 1x  вводимо до базису, зміну 6x  виводимо з базису. 

2) Всі елементи напрямного рядка ділимо на дозвільний елемент. 

3) Всі елементи напрямного стовпця заміняємо нулями, а напрямний елемент 

одиницею.  

4) Інші елементи таблиці перераховуємо за правилом прямокутника. 

Наприклад, 1
2

)2)(1(
2;

2

1

2

)1)(1(
1 3223 









 aa  і т.п. 
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Таблиця 1.3 – Друга симплекс-таблиця 

    -4 -7 -8 -5 0 0 0 

 базис iб
c  ib  1x  

2x  3x  4x  5x  6x  
7x  

1 5x  0 -1 0 -
2

1
 1 -2 1 -

2

1
 0 

2 
1x  -4 3 1 

2

1
 1 0 0 -

2

1
 0 

3 7x  0 -3 0 -
2

1
 -1 0 0 -

2

1
 1 

4   -12 0 5 4 5 0 2 0 

      
21

5




 

1

4




 - - 

21

2




 - 

План  3;0;1;0;0;0;31 X , значення цільової функції 

12)( 1  XF . 

Перевіримо план на оптимальність. План не є оптимальним, тому що 

стовпець ib  містить від’ємні елементи. 

Для визначення напрямного рядка знаходимо i
b

b
i 0

max


. Напрямним 

рядком є рядок 7x . 

Для визначення напрямного стовпця вибираємо )(min
7,1

j
j




. Напрямним 

стовпцем є стовпець 3x . 

Заповнимо третю симплекс-таблицю. 

Таблиця 1.4 – Третя симплекс-таблиця 

    -4 -7 -8 -5 0 0 0 

 базис iб
c  ib  1x  2x  3x  4x  5x  6x  

7x  

1 5x  0 -4 0 -1 0 -2 1 -1 1 

2 
1x  -4 0 1 0 0 0 0 -1 1 

3 3x  -8 3 0 
2

1
 1 0 0 

2

1
 -1 

4   -24 0 3 0 5 0 0 4 

     - 
10

3




 - 

2

5




 - 

1

1




 - 
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План  0;0;4;0;3;0;02 X , значення цільової функції 24)( 2  XF

. 

Перевіримо план на оптимальність. План не є оптимальним, тому що 

стовпець ib  містить від’ємні елементи. 

Для визначення напрямного рядка знаходимо i
b

b
i 0

max


. Напрямним 

рядком є рядок 5x . 

Для визначення напрямного стовпця вибираємо )(min
7,1

j
j




. Напрямним 

стовпцем є стовпець 6x .  

Заповнимо четверту симплекс-таблицю. 

Таблиця 1.5 – Четверта симплекс-таблиця 

    -4 -7 -8 -5 0 0 0 

 
iб

x  
iб

c  ib  1x  2x  3x  4x  5x  6x  
7x  

1 6x  0 4 0 1 0 2 -1 1 -1 

2 
1x  -4 4 1 1 0 2 -1 0 0 

3 3x  -8 1 0 0 1 -1 
2

1
 0 

2

1
  

4   -24 0 3 0 5 0 0 4 

Отриманий план  0;4;0;0;1;0;43 X  є оптимальним. Максимальне 

значення цільової функції 24)( 3  XF . Функція FF   приймає 

мінімальне значення рівне 24. 

 

Висновок: При даному плані мінімальні витрати на приготування 

необхідної суміші складатимуть 24 грн. При цьому 

використовується 4 од. сировини С-1 та 1 од. сировини С-3. 
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1.2.2  Самостійна робота 

 

  

1.  























5,1,0

1363

118612

118612

min
3

1

541

431

421

41

ix

xxx

xxx

xxx

xxF

i

 

 

2.  

















5492814

249728

128728

min
2

1

541

521

531

51

xxx

xxx

xxx

xxF

 

3.  

















110

125

1455

min3
2

1

542

432

421

42

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

4.  

















5448

2444

34324

min
4

1

431

421

541

41

xxx

xxx

xxx

xxF

 

5.  

















333

8933

83312

min5

421

431

541

41

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

 

6.  

















1

142

3

min2
2

1

542

521

532

52

xxx

xxx

xxx

xxF

 

7.  

















5226

1222

7224

min
2

7

2

1

541

421

432

41

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

 

8.  

















1933

7666

1336

min
6

1

321

532

432

32

xxx

xxx

xxx

xxF
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9.  

















1224

1222

1333

min
2

3
5

421

541

431

41

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

 

10.  

 

11.  

















1420

943

1845

min
3

1
2

542

541

543

54

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

12.  

















22

1053

4102

min83

543

531

532

53

xxx

xxx

xxx

xxF

 

13.  

















131410

611

926

min23

432

532

321

32

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

14.  

















1424

104

9122

min710

521

531

541

51

xxx

xxx

xxx

xxF

 

15.  

















73

145

1142

min35

531

543

532

53

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

16.  

















95

715

20182

min3

542

521

532

52

xxx

xxx

xxx

xxF

 

17.  

















132

33

72

min
13

1
12

431

531

321

31

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

18.  

















32

17282

1917

107

541

521

531

51

xxx

xxx

xxx

xxF min

 

 

















88

10143

157

min
7

2

6

1

431

321

531

31

xxx

xxx

xxx

xxF
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19.  

















14168

74324

1222

min2

543

432

431

43

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

20.  

















1103015

125520

2555

min
3

1

2

1

542

432

421

42

xxx

xxx

xxx

xxF

 

21.  

















7428

1642

3844

min
3

2

542

421

432

42

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

22.  

















115155

35105

22055

min
2

1

542

532

521

52

xxx

xxx

xxx

xxF

 

23.  

















2

13

5222

min
3

2

3

1

432

542

421

42

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

24.  

















186

924

2045

min10
7

1

521

532

542

52

xxx

xxx

xxx

xxF

 

25.  

















133

184

52

min
5

2

9

1

321

521

421

21

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

26.  

















1726

1233

1610

min75

542

421

432

42

xxx

xxx

xxx

xxF

 

27.  

















32

17282

1917

min107

541

521

531

51

xxx

xxx

xxx

xxF

 

28.  

















1622

3246

1282

min
2

1

431

432

543

43

xxx

xxx

xxx

xxF
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29.  

















76624

1118612

1666

min5
3

2

531

321

431

31

xxx

xxx

xxx

xxF

 

 

30.  

















9763

1

4777

min
7

1

41

321

531

31

xx

xxx

xxx

xxF

 

 

 

 

1.2.4 Контрольні питання 

 

1) Описати алгоритм двоїстого симплекс-методу. 

2) Що називається псевдопланом задачі? 

3) Як визначити напрямний рядок у двоїстому симплекс-методі? 

4) Як визначити напрямний стовпець у двоїстому симплекс-методі? 

5) Сформулюєте критерій оптимальності плану розв'язку ЗЛП. 

6) В якому випадку ЗЛП взагалі не має планів? 
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