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Введення 

 

Дані методичні вказівки є керівництвом для проведення практичного 

заняття за темою «Задачі квадратичного програмування» в курсі 

“Дослідження операцій”. 

Метою методичних вказівок є закріплення студентами вивченого 

теоретичного матеріалу та здобуття практичних навичок для розв’язання 

задач лінійного програмування. 

Методичні вказівки складені з урахуванням того, що студент 

попередньо освоїв теоретичний матеріал та приклади, що були розглянуті на 

лекції. 

У результаті студент повинен навчитися знаходити розв’язок задач нелінійного програмування. 

Практичне заняття містить основні теоретичні відомості, контрольний 

приклад, задачі для самостійної роботи та контрольні питання. 

Дані методичні вказівки призначені для студентів факультету інженерії 

та комп’ютерних технологій денної форми навчання. 
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Тема: Задачі квадратичного програмування 

Мета Навчити розв'язувати задачі нелінійного програмування. 

Час: 2 год. 

1.1 Порядок виконання роботи 

- Проробити практичну частину. 

- Виконати домашнє завдання. 

1.2 Завдання для самопідготовки 

У процесі підготовки до заняття студент в обов'язковому порядку повинен 

виконати наступні завдання: 

а) вивчити конспект лекцій; 

б) опрацювати рекомендовану літературу: [1] с. 154-170; 

 

1.3  Теоретичні відомості 

 

Визначення 1. Квадратичною формою щодо змінних n2 x...,,x,x1  

називається числова функція від цих змінних, яка має вид: 

.xxc...xxcxxc...xxcxxcxxcF jk

n

k

n

j
kj

 


1 1

22221221311321121111

 Визначення 2. Квадратична форма F називається позитивно( 

негативно) – визначеною, якщо     00  XFXF  для всіх значень 

змінних  nx,,...x,xX 21 , крім .X 0  

 Визначення 3. Квадратична форма F називається позитивно( 

негативно) – напіввизначеною, якщо     00  XFXF  для будь-якого 

набору значень змінних  nx,,...x,xX 21  і крім того, існує такий набір 
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змінних  nx,...,x,xX  21 , де не всі значення змінних одночасно 

дорівнюють нулю, що   .XF 0  

 Теорема. Квадратична форма є опуклою функцією, якщо вона 

позитивно - напіввизначена, і ввігнутою функцією, якщо вона негативно – 

напіввизначена. 

 Визначення 4. Задача, що полягає у визначенні максимального 

(мінімального) значення функції 

  jk

n

k

n

j
kj

n

j
jj xxcxdxf 

 


1 1

,                                            (1) 

при обмеженнях 

 m,ibxa i

n

j
jij 1

1




,                                                          (2) 

 n,jxi 10                                                                        (3) 

де jk

n

k

n

j
kj xxc

 1 1

 - негативно (позитивно) – напіввизначена квадратична 

форма, називається задачею квадратичного програмування. 

 Для сформульованої задачі квадратичного програмування функція 

Лагранжа запишеться у вигляді: 

 
  
















m

i

n

1j
jijii

n

k

n

j
jkkjj

n

k
j xabyxxcxdL

11 11

. 

 Якщо функція L має седлову точку 

   ,y,...,y,y,x,...,x,xYX 0
m

0
2n,

0
1

00
2

0
100   то в цій точці виконуються 

співвідношення (7) – (12). Уводячи, тепер, додаткові змінні  n,jv j 1  і 

 ,m,iwi 1  перетворюючи нерівності (7) – (10) у рівності, перепишемо 

вираження (7) – (12), записані для задачі квадратичного програмування, у 

такий спосіб: 
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(4) 

 

 (5) 

 

 (6) 

 (7) 

 .m,i,n,jw,y,v,x iijj 110000 00      (8) 

 У такий спосіб щоб знайти розв’язання задачі квадратичного 

програмування (1) – (3), потрібно визначити ненегативне розв’язання систем 

лінійних рівнянь (4) – (5), що задовольняє умовам (7) і (8). Це розв’язання 

можна знайти за допомогою методу штучного базису, застосованого для 

знаходження максимального значення функції 
i

iyMF при умовах (4), 

(5), (8) враховуючи (6) і (7). Тут 
i

y  - штучні змінні, уведені в рівняння (4) і 

(5).  

 Використовуючи метод штучного базису й додатково враховуючи 

умови (6) і (7), після кінцевого числа кроків або встановимо нерозв'язність, 

або одержимо оптимальний план вихідної задачі. 

 Отже, процес знаходження розв’язання задачі квадратичного 

програмування (1) – (2) включає наступні етапи:  

1) Складають функцію Лагранжа. 

2) Записують у вигляді виражень (1) – (8) необхідні та достатні умови 

існування седловой точки для функції Лагранжа. 

3) Використовуючи метод штучного базису, або встановлюють відсутність 

седловой точки для функції Лагранжа, або находять її координати.  

4) Записують оптимальне розв’язання вихідної задачі й находять значення 

цільової функції. 

 

 

 

 





























,m,iwy

,n,jvx

,m,iw
y

L

,n,jv
x

L

ii

jj

i
i

j
j

10

10

10

10

0

0

0

0
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1.4 Практична частина 

Задача. 

Знайти максимальне значення функції  

2
2

2
12121 222010 xxxxxxf   

при умовах 















0,

,10

,8

21

21

2

xx

xx

x

 

Розв’язання. 

Функція f  є вигнутою, тому що являє собою суму лінійної функції 211 2010 xxf   та 

квадратичної форми 
2
2

2
1212 22 xxxxf  , яка є від’ємно-визначеною и, тому, теж вигнутою. 

Складаємо функцію Лагранжа 

   21221
2
2

2
12121 108222010 xxxxxxxxxL    

та запишемо необхідні і достатні умови існування сідловок точки функції Лагранжа: 







































;010

,08

,0420

,0410

21
2

2
1

2121
2

212
1

xx
L

x
L

xx
x

L

xx
x

L









   (9) 
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  (10) 

Систему (1) перепишемо наступним чином: 





















;10

,8

,204

,104

21

2

2121

221

xx

x

xx

xx





    (11) 

Вводячи додаткові невід’ємні змінні 2121 ,,, wwvv , приведемо систему нерівностей (3) до 

канонічної форми: 

0,,,,,,,

;10

,8

,204

,104

21212121

221

12

22121

1221























wwvvxx

wxx

wx

vxx

vxx







   (12) 

  

Враховуючи рівності (2) можна записати: 

0,0,0,0 22112211   wwxvxv    (13) 

 Розв’язуємо задачу методом штучного базису. В перше та друге 

рівняння системи додаємо штучні змінні 21, zz  та розглядаємо задачу 

лінійного програмування, що складається в визначенні максимального 

значення функції 

21 MzMzF   
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при умовах 

0,,,,,,,,,

;10

,8

,204

,104

2121212121

221

12

222121

11221























zzwwvvxx

wxx

wx

zvxx

zvxx







      (14) 

 

В результаті розв’язання задачі знаходимо допустимий базисний 

розв’язок системи лінійних рівнянь (14): 

 

Таблиця 1 – Перша симплекс-таблиця 

 

i  i
cб

 
базис 

iб
x  ib  

0 0 0 0 0 0 0 0 -M -M  

  1x  2x  1  2  1v  2v  1w  2w  1z  2z  

1 M  1z  10 4 -1 0 1 -1 0 0 0 1 0 2,5 

2 M  2z  20 -1 4 1 1 0 -1 0 0 0 1 - 

3 0 1w  8 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 - 

4 0 2w  10 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 10 

  
)(" M

 
 -3 -3 -1 -2 1 1 0 0 0 

0 
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Таблиця 2 – Друга симплекс-таблиця 

  

i  i
cб

 базис 

iб
x  ib  

0 0 0 0 0 0 0 0 -M -M  

  1x  2x  1  2  1v  2v  1w  2w  1z  2z  

1 0  1x  
2

5
 1 

4

1
  0 

4

1
 

4

1
  0 0 0  

0 
- 

2 M  2z  
2

45
 0 

4

15
 1 

4

5
 

4

1
  -1 0 0  

1 
6 

3 0 1w  8 0 1 0 0 0 0 1 0  0 8 

4 0 2w  
2

15
 0 

4

5
 0 

4

1
  

4

1
 0 0 1  

0 
6 

  
)(" M

 
  4

15


 

-1 
4

5
  

4

1
 1 0 0  

0 

 

               

  

Таблиця 3 – Третя симплекс-таблиця 
 

i  i
cб

 базис 

iб
x  ib  

0 0 0 0 0 0 0 0 -M -M  

  1x  2x  1  2  1v  2v  1w  2w  1z  2z  

1 0  1x  4 1 0 0 
3

1
 

4

1
  0 0 0  

 
 

2 0 2x  6 0 1 
4

1
 

3

1
 0 

4

1
  0 0  

 
 

3 0 1w  2 0 0 
4

1
  

3

1
  0 

4

1
 1 0  

 
 

4 0 2w  0 0 0 
3

1
  

3

2
  

3

1
 

3

1
 0 1  

 
 

  
)(" M

 
  0 0 0 0 0 0 0  

 
 

               

 

.0;0;2;6;4 21
0
2

0
121

0
2

0
1  vvwwxx   

 

Відповідь: Так як ;0;0;0;0 2
0
21

0
12

0
21

0
1  wwvxvx  то 

   0;0;6;4; 00 X  є сідловою точкою функції Лагранжа для вихідної 

задачі. Тобто  6;4* X  - оптимальний план вихідної задачі і 80max f . 
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1.2.2   Самостійна робота 

Розв’язати задачу квадратичного програмування 

Варіант № 1 

















0,

,22

,22

max
2

1
23)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 2 

















0,

,6

,3

max
2

1
23)(

21

2

1

21
2
2

2
121

xx

x

x

xxxxxxxf

 

Варіант № 3 

















0,

,1

,3

max2
2

3
84)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 4 

















0,

,4

,1

max2
2

3
84)(

21

1

21

21
2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 5 

















0,

,2

,1553

max2
2

3
84)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 6 

















0,

,22

,22

max
2

1
23)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 7 

















0,

,1

,1234

max336)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 8 

















0,

,22

,3

max336)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 9  

















0,

,5

,0

max336)(

21

2

21

21
2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 10 

















0,

,2

,1243

max2
2

3
6)(

21

21

21

21
2
2

2
12

xx

xx

xx

xxxxxxf
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Варіант № 11 

















0,

,4

,22

max2
2

3
6)(

21

1

21

21
2
2

2
12

xx

x

xx

xxxxxxf

 

Варіант № 12 

















0,

,22

,1243

max2
2

3
6)(

21

21

21

21
2
2

2
12

xx

xx

xx

xxxxxxf

 

Варіант № 13 

















0,

,1052

,42

max
2

3
128)(

21

21

21

2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxf

 

Варіант № 14 

















0,

,6

,22

max
2

3
128)(

21

1

21

2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxf

 

Варіант № 15  

















0,

,124

,023

max
2

3
128)(

21

1

21

2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxf

2x

 

Варіант № 16  

















0,

,632

,22

max
2

1
23)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 17 

















0,

,02

,22

max
2

1
46)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 18 

















0,

,1

,22

max
2

1
46)(

21

2

21

21
2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 19 

















0,

,23

,623

max
2

1
46)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 20 

















0,

,623

,1

max268)(

21

21

21

2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxf

 

Варіант № 21  

















0,

,3

,1

max268)(

21

1

21

2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxf

 

Варіант № 22 

















0,

,1243

,2

max268)(

21

21

21

2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxf
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Варіант № 23  

















0,

,3

,1234

max2222)(

21

2

21

21
2
2

2
121

xx

x

xx

xxxxxxxf

 

Варіант № 24  

















0,

,2

,42

max2222)(

21

21

21

21
2
2

2
121

xx

xx

xx

xxxxxxxf

 

  

1.2.3 Контрольні питання 

 

1  Яка функція називається квадратичною формою? 

2 Сформулювати необхідні і достатні умови існування сідлової точки для 

деякої диференційованої функції 

3 Що таке позитивно-визначена та позитивно-полувизначена квадратична 

форма? 

4  Яка функція називається опуклою? 

5  Сформулювати задачу квадратичного програмування 
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