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«ЗАДАЧА ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

ТА МЕТОДИ ЇЇ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
(на прикладі вирощування сільськогосподарських культур)» 

 

МЕТА РОБОТИ: Засвоїти методику обґрунтування рішень графічним та 

симплексним методами лінійного програмування. 

 

1. ВКАЗІВКИ З ПІДГОТОВКИ ДО РОБОТИ. 

1.1 ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ ПІДГОТОВКИ ДО РОБОТИ. 

1.1.1 Ознайомитись з загальною економіко-математичною моделлю 

задачі лінійного програмування. 

1.1.2 Визначити форми запису задач лінійного програмування. 

1.1.3 Ознайомитись з геометричною інтерпретацією задачі лінійного 

програмування. 

1.1.4 Вивчити основні властивості розв’язків задачі лінійного 

програмування. 

1.2 КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ. 

1.2.1 На які групи доцільно поділити задачі оптимального розподілу 

техніки і ресурсів? 

1.2.2 У якому випадку виникають задачі оптимальної розстановки 

техніки? У якому випадку виникає необхідність вирішення задач мінімізації 

строків виконання виробничих процесів? 

1.2.3 У чому особливість графічний метод розв’язування задач лінійного 

програмування? 

1.2.4 Розкрийте послідовність розв’язування задачі лінійного 

програмування симплексним методом. 

1.2.5 В чому сутність Методу штучного базису? 

1.2.6 Охарактеризуйте практику застосування задач лінійного 

програмування. 

1.3 РЕКОМЕНДОВАНА ЛІТЕРАТУРА. 

1.3.1 Нагірний Ю.П. Обґрунтування інженерних рішень. – К.: Урожай, 
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1994. – 215 с. 

1.3.2 Математическое моделирование экономических процессов в 

сельском хозяйстве / Под ред. Гатаулина А.М. – М.: Агропромиздат, 1990 – 

432 с 

1.3.3 Федосеев В.В., Гармаш А.Н., Дайитбегов Д.М., Орлова И.В., 

Половников В.А. Экономико-математические методы и прикладные 

модели: Учеб. пособие для вузов / Под ред. В.В.Федосеева. – М.: ЮНИТИ, 

1999. – 391 с. 

1.3.4 Орлова И.В. Экономико-математические методы и модели. 

Выполнение расчетов в среде ЕХСЕL / Практикум: Учебное пособие для 

вузов. - М.:ЗАО Финстатинформ, 2000.-136 с. 

1.3.5 Інформаційні системи і технології в економіці: Навч. посібник / За 

редакцією В.С. Пономаренка – К.: Видавничий центр «Академія», 2002. – 542с.  

1.3.6 Ситник В. Ф. та інші. Системи підтримки прийняття рішень. – К.: 

Техніка, 1995. – 162с. 

 

2. ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ РОБОТИ 

 

2.1 ПРОГРАМА РОБОТИ. 

 

2.1.1 Засвоїти графічний метод розв’язування задач лінійного 

програмування. Засвоїти визначання області допустимих рішень, оптимального 

рішення. 

2.1.2 Ознайомитись з розв’язуванням задач лінійного програмування 

симплексним методом. 

2.1.3 Визначити за критерієм оптимальності максимальний прибуток 

площі вирощування вказаних сільськогосподарських культур вказаними 

методами. 

2.1.4 Визначити оптимальні площі вирощування сільськогосподарських 

культур з використанням середовища ЕХСЕL графічним методом та 
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симплексним методом лінійного програмування. 

2.1.5 Провести аналіз результатів вирішення задачі. 

 

2.2. ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

2.2.1 Загальна економіко-математична модель задачі лінійного 

програмування. 

Загальна лінійна економіко-математична модель економічних процесів та 

явищ – так звана загальна задача лінійного програмування подається у вигляді: 

nn xcxcxcZ  2211(min)max     (2.1) 

за умов: 

 

 

 

















.,,

............................................................

;,,

;,,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

    (2.2) 

.0,,0,0 21  nxxx        (2.3) 

Отже, потрібно знайти значення змінних x1, x2, …, xn, які задовольняють 

умови (2.2) і (2.3), і цільова функція (2.1) набуває екстремального 

(максимального чи мінімального) значення. 

Для довільної задачі математичного програмування у були введені 

поняття допустимого та оптимального планів. Для загальної задачі лінійного 

програмування використовуються такі поняття. 

Вектор Х = (х1, х2, …, хn), координати якого задовольняють систему 

обмежень (2.2) та умови невід’ємності змінних (2.3), називається допустимим 

розв’язком (планом) задачі лінійного програмування. 

Допустимий план Х = (х1, х2, …, хn) називається опорним планом задачі 

лінійного програмування, якщо він задовольняє не менше, ніж m лінійно 

незалежних обмежень системи (2.2) у вигляді рівностей, а також обмеження 

(2.3) щодо невід’ємності змінних. 
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Опорний план Х = (х1, х2, …, хn), називається невиродженим, якщо він 

містить точно m додатних змінних, інакше він вироджений. 

 

Опорний план ),,,( **
2

*
1

*
nxxxX  , за якого цільова функція (2.1) досягає 

максимального (чи мінімального) значення, називається оптимальним 

розв’язком (планом) задачі лінійного програмування. 

Задачу (2.1) — (2.3) можна легко звести до канонічної форми, тобто до 

такого вигляду, коли в системі обмежень (2.2) всі bi (i = 1, 2, …, m) невід’ємні, а 

всі обмеження є рівностями. 

Якщо якесь bi від’ємне, то, помноживши i-те обмеження на (– 1), 

дістанемо у правій частині відповідної рівності додатне значення. Коли i-те 

обмеження має вигляд нерівності аi1х1+аi2х2+…+аinxn ≤ bi, то останню завжди 

можна звести до рівності, увівши додаткову змінну xn+1:  

ai1x1+ai2x2+…+ ain xn + xn + 1 = bi. 

Аналогічно обмеження виду аk1x1 + ak2x2 + … + aknxn ≥ bk зводять до 

рівності, віднімаючи від лівої частини додаткову змінну хn+2, тобто:  

ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn – xn + 2 = bk (хn+1 ≥ 0, хn+2 ≥ 0). 

 

2.2.2 Форми запису задач лінійного програмування. 

Задачу лінійного програмування зручно записувати за допомогою знака 

суми «». Справді, задачу (2.1) - (2.3) можна подати так: 
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Ще компактнішим є запис задачі лінійного програмування у векторно-

матричному вигляді: 
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max(min) Z = CX 

 

за умов:  

АХ = А0;  (2.5) 

Х ≥ 0, 

де 
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є матрицею коефіцієнтів при змінних; 
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0  — вектор вільних членів; 

С = (с1, с2, …, сп) — вектор коефіцієнтів при змінних у цільовій функції. 

Часто задачу лінійного програмування зручно записувати у векторній 

формі: 

max(min)Z = CX 

за умов:  

A1x1 + A2x2 + … + Anxn = A0;    (2.6) 

X ≥0, 

де  
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є векторами коефіцієнтів при змінних. 

 

 

2.2.3 Геометрична інтерпретація задачі лінійного програмування. 

Розглянемо на площині х1Оx2 сумісну систему лінійних нерівностей: 



















.

..............................

;

;

2211

2222121

1212111

mmm bxaxa

bxaxa

bxaxa

     (2.7) 

.0,0 21  xx  

Кожна нерівність цієї системи геометрично визначає півплощину з 

граничною прямою ai1x1 + ai2x2 = bi (i=1,2, ..., т). Умови невід’ємності змінних 

визначають півплощини з граничними прямими х1 = 0 та х2 = 0. Система 

сумісна, тому півплощини як опуклі множини, перетинаючись, утворюють 

спільну частину, що є опуклою множиною і являє собою сукупність точок, 

координати кожної з яких є розв’язком даної системи (рис.2.1). 

 

0 x1

x2

 
Рисунок 2.1 - Область допустимих розв’язків задачі 

 

Сукупність цих точок (розв’язків) називають багатокутником 

розв’язків, або областю допустимих планів (розв’язків) задачі лінійного 
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програмування. Це може бути точка (єдиний розв’язок), відрізок, промінь, 

багатокутник, необмежена багатокутна область. 

Якщо в системі обмежень (2.7) буде три змінних, то кожна нерівність 

геометрично визначатиме півпростір тривимірного простору, граничними 

площинами котрого будуть ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 = bi (i = 1, 2, ..., т), а умови 

невід’ємності – півпростори з граничними площинами хj=0 (j = 1, 2, 3), де і – 

номер обмеження, а j - номер змінної. 

Якщо система обмежень сумісна, то ці півпростори як опуклі множини, 

перетинаючись, утворять у тривимірному просторі спільну частину, що 

називається багатогранником розв’язків. Він може бути точкою, відрізком, 

променем, багатокутником, багатогранником, багатогранною необмеженою 

областю. 

Нехай у системі обмежень (2.7) кількість змінних більша, ніж три: х1, 

х2,… хn; тоді кожна нерівність визначає півпростір n-вимірного простору з 

граничною гіперплощиною аi1x1 + ai2x2 + ai3x3 + … +ainxn = bi (i = 1, 2, ..., т). 

Кожному обмеженню виду (2.7) відповідають гіперплощина та напівпростір, 

який лежить з одного боку цієї гіперплощини, а умови невід’ємності — 

півпростори з граничними гіперплощинами хj = 0 (j=1, 2, 3, ..., n).  

Якщо система обмежень сумісна, то за аналогією з тривимірним 

простором вона утворює спільну частину в n-вимірному просторі - опуклий 

багатогранник допустимих розв’язків. 

Отже, геометрично задача лінійного програмування являє собою 

відшукання координат такої точки багатогранника розв’язків, при 

підстановці яких у цільову лінійну функцію остання набирає максимального 

(мінімального) значення, причому допустимими розв’язками є усі точки 

багатогранника розв’язків. 

 

2.2.4 Основні властивості розв’язків задачі лінійного програмування. 

Властивості розв’язків задачі лінійного програмування формулюються у 

вигляді чотирьох теорем. 
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Властивість 1. (Теорема 1) Множина всіх планів задачі лінійного 

програмування опукла. 

Властивість 2. (Теорема 2) Якщо задача лінійного програмування має 

оптимальний план, то екстремального значення цільова функція набуває в 

одній із вершин її багатогранника розв’язків. Якщо ж цільова функція набуває 

екстремального значення більш як в одній вершині цього багатогранника, то 

вона досягає його і в будь-якій точці, що є лінійною комбінацією таких вершин. 

Властивість 3. (Теорема 3) Якщо відомо, що система векторів A1, A2, …, 

Ak (k≤n) у розкладі A1x1 +A2x2 + … + Anxn = A0, X≥0 лінійно незалежна і така, що  

A1x1 + A2x2 + … + Akxk = A0, 

де всі xj ≥ 0, то точка X = (x1, x2, …, xk, 0, …, 0) є кутовою точкою 

багатогранника розв’язків. 

Властивість 4. (Теорема 4) Якщо X = (x1, x2, …, xn) – кутова точка 

багатогранника розв’язків, то вектори в розкладі A1x1 + + A2x2 + … + Anxn = A0, X 

≥ 0, що відповідають додатним xj, є лінійно незалежними. 

Наслідок 1. Оскільки вектори nAAA ,...,, 21  мають розмірність m, то 

кутова точка багатокутника розв’язків має не більше, ніж m додатних 

компонентів ),1(0 mixi  . 

Наслідок 2. Кожній кутовій точці багатокутника розв’язків відповідає 

mk   лінійно незалежних векторів системи nAAA ,...,, 21 . 

З наведених властивостей можна зробити висновок, що якщо функціонал 

задачі лінійного програмування обмежений на багатограннику розв’язків, то: 

1) існує така кутова точка багатогранника розв’язків, в якій лінійний 

функціонал досягає свого оптимального значення;  

2) кожний опорний план відповідає кутовій точці багатогранника розв’язків.  

 

Тому для розв’язання задачі лінійного програмування необхідно 

досліджувати лише кутові точки багатогранника (опорні плани), не 

включаючи до розгляду внутрішні точки множини допустимих планів. 
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3. ГРАФІЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО 

ПРОГРАМУВАННЯ 

Постановка задачі. 

Фермер прийняв рішення вирощувати озиму пшеницю і цукрові буряки 

на площі 20 га, відвівши під цукрові буряки не більше, ніж 15 га. Ресурси праці 

складають 270 людино-днів, в тому числі 80 людино-днів праці механізаторів. 

Техніко-економічні показники вирощування цих культур маємо у табл. 

3.1: 

Таблиця 3.1 

Показники вирощування сільськогосподарських культур 

Показник 

(із розрахунку на 1 га) 

Озима 

пшениця 

Цукрові 

буряки 

Наявний 

ресурс 

Затрати праці, людино-днів 5 25 270 

Затрати праці механізаторів, людино-днів 2 8 80 

Урожайність, тонн 3,5 40 — 

Прибуток, тис. грн 0,7 1 — 

Критерієм оптимальності є максимізація прибутку. 

 

Розв’язок задачі. 

Запишемо економіко-математичну модель структури виробництва озимої 

пшениці та цукрових буряків, ввівши такі позначення: 

х1 — шукана площа посіву озимої пшениці, га; 

х2 — шукана площа посіву цукрових буряків, га. 

 

Задача лінійного програмування має такий вигляд: 

max Z = 0,7x1 + x2    (3.1) 

за умов: 

x1 + x2 ≤ 20;     (3.2) 
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5x1 + 25x2 ≤ 270;     (3.3) 

2x1 + 8x2 ≤ 80;     (3.4) 

x2 ≤ 15;      (3.5) 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.     (3.6) 

Геометричну інтерпретацію задачі зображено на рис. 3.2. 

 

Рисунок 3.2 – Область допустимих розв’язків задачі 

 

Область допустимих розв’язків цієї задачі дістаємо так. 

Кожне обмеження, наприклад х1 + х2   20, задає півплощину з граничною 

прямою х1 + х2 = 20. Будуємо її і визначаємо півплощину, яка описується 

нерівністю х1 + х2   20. З цією метою в нерівність х1+х220 підставляємо 

координати характерної точки, скажімо, х1=0 і х2=0. Переконуємося, що ця 
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точка належить півплощині х1+х220. Цей факт на рис. 3.2 ілюструємо 

відповідною напрямленою стрілкою. 

Аналогічно будуємо півплощини, які відповідають нерівностям (3.3) — 

(3.6). 

У результаті перетину цих півплощин утворюється область допустимих 

розв’язків задачі (на рис.3.2 – чотирикутник ABCD). 

Цільова функція Z = 0,7x1 + x2 являє собою сім’ю паралельних прямих, 

кожна з яких відповідає певному значенню Z. Зокрема, якщо Z=0, то маємо 

0,7х1 + х2 = 0. Ця пряма проходить через початок системи координат. Коли 

Z=3,5, то маємо пряму 0,7х1 + х2 = 3,5. 

 

Графічний розв’язок задачі дозволяє отримати координати 

оптимальних значень. В результаті розв’язку задачі отримали результат: 

х1 = 13,33 

х2 = 6,67 

 

Відповідно до розрахунків, оптимальний план – вирощування озимої 

пшениці на площі 13,33 га, цукрового буряку – на площі 6,67 га. 

При цьому недовикористання посівних площ (х3) дорівнює нулю, 

тобто посівні площі використовуються в повному обсязі. Крім цього, 

повністю використовуються ресурси праці механізаторів (х5 = 0). 

Максимальний прибуток дорівнює 16 тис. грн. 

 

4. СИМПЛЕКСНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

Постановка задачі. 

Фермер прийняв рішення вирощувати озиму пшеницю і цукрові буряки 

на площі 20 га, відвівши під цукрові буряки не більше, ніж 15 га. Ресурси праці 

складають 270 людино-днів, в тому числі 80 людино-днів праці механізаторів. 

Критерієм оптимальності є максимізація прибутку. 
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Збір та обробка вихідних даних. 

Техніко-економічні показники вирощування цих культур маємо у табл. 

4.1: 

Таблиця 4.1 

Техніко-економічні показники вирощування сільськогосподарських культур 

Показник 

Приходиться на 1 га посіву 
Наявний 

ресурс озима 

пшениця 

цукрові 

буряки 

Затрати праці, людино-днів 5 25 270 

Затрати праці механізаторів, людино-днів 2 8 80 

Урожайність, тонн 3,5 40 - 

Прибуток, тис. грн 0,7 1 - 

 

Загальна лінійна математична модель подається у вигляді: 

nn xcxcxcZ  2211  → max (min)      (4.1) 

за умов: 
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     (4.2) 

.0,,0,0 21  nxxx       (4.3) 

Отже, потрібно знайти значення змінних x1, x2, …, xn, які задовольняють 

умови (4.2) і (4.3), і цільова функція (4.1) набуває екстремального 

(максимального чи мінімального) значення. 

Запишемо розгорнуту економіко-математичну модель структури 

виробництва озимої пшениці та цукрових буряків, ввівши такі позначення: 

х1 — площа посіву озимої пшениці, га; 

х2 — площа посіву цукрових буряків, га. 
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Задача лінійного програмування має такий вигляд: 

Z = 0,7x1 + x2 → max     (4.4) 

за умов: 

x1 + x2 ≤ 20;      (4.5) 

5x1 + 25x2 ≤ 270;      (4.6) 

2x1 + 8x2 ≤ 80;      (4.7) 

x2 ≤ 15;       (4.8) 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.      (4.9) 

Таблиця 4.2 

Матриця задачі 

Обмеження 

Змінні 

Вид 

обмеження 

Обсяг 

обмеження 

озима 

пшениця 

цукрові 

буряки 

х1 х2 

Використання загальної 

площі посівів, га 
1 1 ≤ 20 

Затрати праці, людино-днів 5 25 ≤ 270 

Затрати праці механізаторів, 

людино-днів 
2 8 ≤ 80 

Гарантоване вирощування 

цукрового буряку, га 
0 1 ≤ 15 

Прибуток, тис. грн 0,7 1 → max 

 

Розв’язок задачі 

Для вирішення приведемо задачу до канонічного вигляду 

Z = 0,7x1 + x2 + 0х3 + 0х4 + 0х5 + 0х6 → max  (4.10) 

за умов: 

x1 + x2 + х3 = 20;       (4.11) 

5x1 + 25x2 + х4 = 270;      (4.12) 

2x1 + 8x2 + х5 = 80;      (4.13) 

x2 + х6 = 15;        (4.14) 

x1…6 ≥ 0.        (4.15) 
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Складемо першу симплексну таблицю. 

 

І Базис С 
Вільні 

члени 

0,7 1,0 0 0 0 0 

х1 х2 х3 х4 х5 х6 

1 х3 0 20 1 1 1 0 0 0 

2 х4 0 270 5 25 0 1 0 0 

→ 3 х5 0 80 2 8 0 0 1 0 

4 х6 0 15 0 1 0 0 0 1 

   0 -0,7 -1,0 0 0 0 0 

          ↑ 

Ключовий стовпчик визначається за максимальним по модулю 

від’ємним елементом індексного рядка. Він вказує на змінну, яка вводиться в 

базис симплексної таблиці. 

Ключовий рядок визначається за найменшим результатом від ділення 

вільних членів на відповідні елементи ключового стовпчика. Він вказує на 

змінну, яка виводиться з базису симплексної таблиці. 

На перетині ключового стовпчика та ключового рядка знаходиться 

ключовий елемент.  

Побудову наступної симплексної таблиці починаємо з елементів 

начального рядка нової таблиці. Для цього відповідний елемент ключового 

рядка попередньої таблиці ділимо на ключовий елемент попередньої таблиці. 

 

Всі інші елементи нової таблиці визначаються за формулою: 

Елемент 

нової 

таблиці 

= 

Відповідний 

елемент 

попередньої 

таблиці 

– 

Відповідний 

елемент 

ключового 

рядка 

попередньої 

таблиці 

х 

Відповідний 

елемент 

ключового 

стовпчика 

попередньої 

таблиці 

Ключовий елемент попередньої таблиці 
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Друга симплексна таблиця 

 

І Базис С 
Вільні 

члени 

0,7 1,0 0 0 0 0 

х1 х2 х3 х4 х5 х6 

→ 1 х3 0 10 0,75 0 1 0 -0,125 0 

2 х4 0 20 -1,25 0 0 1 -3,125 0 

3 х2 1,0 10 0,25 1 0 0 0,125 0 

4 х6 0 5 -0,25 0 0 0 -0,125 1 

   10 -0,45 0 0 0 0,125 0 

        ↑ 

 

Третя симплексна таблиця 

 

І Базис С 
Вільні 

члени 

0,7 1,0 0 0 0 0 

х1 х2 х3 х4 х5 х6 

1 х1 0,7 13,33 1 0 1,33 0 -0,167 0 

2 х4 0 -3,33 0 0 1,667 1 -3,333 0 

3 х2 1,0 6,67 0 1 -0,333 0 0,166 0 

4 х6 0 8,33 0 0 0,333 0 -0,166 1 

   16 0 0 0,6 0 0,05 0 

 

Таким чином, в третій симплексній таблиці досягнуто оптимальний 

розв’язок, про що свідчить формальний признак отримання оптимального 

плану – відсутність від’ємних величин в індексному рядку. 

Відповідно до розрахунків, оптимальний план – вирощування озимої 

пшениці на площі 13,33 га, цукрового буряку – на площі 6,67 га. При цьому 

недовикористання посівних площ (х3) дорівнює нулю, тобто посівні площі 

використовуються в повному обсязі. Крім цього, повністю 

використовуються ресурси праці механізаторів (х5 = 0). 

Максимальний прибуток дорівнює 16 тис. грн. 
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5. РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ЗА ДОПОМОГОЮ EXCEL. 

 

«Поиск решения» – це налаштування EXCEL, яка дозволяє вирішувати 

оптимізаційні задачі. Якщо в меню «Сервис» відсутня команда «Поиск 

решения», значить необхідно завантажити це налаштування. Виберіть команду 

«Сервис → Настройка» і активізуйте налаштування «Поиск решения». 

Якщо ж цього налаштування немає в діалоговому вікні «Налаштування», 

то необхідно звернутися до панелі управління «Windows», клацнути на 

піктограмі «Установка и удаление программ» і за допомогою програми 

установки Excel (або Office) встановити налаштування «Поиск решения». 

Після вибору команд «Сервис → Поиск решения» з'явиться діалогове 

вікно «Поиск решения». 

 

 

 

У діалоговому вікні «Поиск решения» є три основних параметри: 

• Установить целевую ячейку; 

• Изменяя ячейки; 

• Ограничения. 
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Спочатку потрібно заповнити поле «Установить целевую ячейку». 

Результат оптимізується в одній з комірок робочого листа. 

Цільова комірка пов'язана з іншими комірками цього робочого аркуша за 

допомогою формул. Засіб «Поиск решения» використовує формули, які дають 

результат в цільовій комірці. 

Другий важливий параметр «Поиска решения» - це параметр «Изменяя 

ячейки». Змінювані комірки – це ті комірки, значення в яких будуть 

змінюватися для того, щоб оптимізувати результат в цільовій комірці. Для 

пошуку рішення можна вказати до 200 змінюваних комірок. До змінюваних 

комірок пред'являються дві основні вимоги. Вони не повинні містити формул, і 

зміна їх значень повинно відображатися на зміні результату в цільовій комірці. 

Іншими словами, цільова комірка залежна від змінюваних комірок. 

Третій параметр, який потрібно вводити для «Поиска решений» - це 

«Ограничения» (обмеження). 

 

Для вирішення задачі необхідно: 

1) Вказати адреси комірок, в які буде поміщений результат рішення 

(змінювані комірки). 

2) Ввести вихідні дані. 

3) Ввести залежність для цільової функції. 

4) Ввести залежності для обмежень. 

Запустити «Поиск решений». 
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1. Введіть вихідні дані задачі 

 

2. Добавте рядок для змінюваних комірок та стовпчик для залежностей 

обмежень. 
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3. Курсор в комірку D5.  

Курсор на кнопку «Мастер функций», розташовану на панелі 

інструментів. На екрані з'являється діалогове вікно «Мастер функций шаг 1 из 

2». Курсор у вікно «Категория» на категорію «Математические». Курсор у 

вікно «Функции» на «СУММПРОИЗВ» 

 

На екрані з’являється діалогове вікно «СУММПРОИЗВ» 
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В рядок «Массив 1» ввести В4:С4. «Массив 1» буде використовуватись 

при вводі залежностей для обмежень, тому на нього необхідно зробити 

абсолютне посилання (на клавіатурі натиснути кнопку F4). 

В рядок «Массив 2» ввести В5:С5. 

 

 

Курсор в комірку D9 (цільова функція). В рядку «Меню» покажчик 

мишки на ім’я «Сервис». В розгорнутому меню команда «Поиск решения». 

З’являється діалогове вікно «Поиск решения». 
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Призначити цільову функцію (встановити цільову комірку), вказати 

адреси змінюваних комірок.  

• Курсор в рядок «Установить целевую ячейку».  

• Введіть адресу комірки «$D$9».  

• Введіть напрямок цільової функції залежно від умови вашого завдання: 

«Максимальному значению» («минимальному значению»).  

• Курсор в рядок «Изменяя ячейки».  

• Ввести адреси змінних $В$4:$С$4.  

 

 

 

Ввести обмеження 

• Покажчик мишки на кнопку «Добавить». З’явиться діалогове вікно 

«Добавление ограничения». 
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• В рядку «Ссылка на ячейку» введіть адресу $D$5. 

• Введіть знак обмеження ≤. 

• В рядку «Ограничение» введіть адрес $F$5. 

• Покажчик мишки на кнопку «Добавить». На екрані знов з’явиться 

діалогове вікно «Добавление ограничения».  

• Введіть інші обмеження задачі в тому числі умови невід’ємності 

змінних, за описаним вище алгоритмом.  

• Після введення останнього обмеження кнопка «ОК». 

 

На екрані з’явиться діалогове вікно «Поиск решения» з введеними 

умовами. 

 

 

 

Покажчик мишки на кнопку «Выполнить».  

Через деякий час зявиться діалогове вікно «Результаты поиска решения» 
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В результаті рішення задачі отримали результат: 

х1 = 13,33 

х2 = 6,67 

 

Відповідно до розрахунків, оптимальне рішення – вирощування 

озимої пшениці на площі 13,33 га, цукрового буряку – на площі 6,67 га. 

При цьому недовикористання посівних площ (х3) дорівнює нулю, тобто 

посівні площі використовуються в повному обсязі. Крім цього, повністю 

використовуються ресурси праці механізаторів (х5 = 0). 

Максимальний прибуток дорівнює 16 тис. грн. 



 27 

Додаток 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 

 1. ГРАФІЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО 

ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ ВИПАДКУ ДВОХ ЗМІННИХ 

 Для розв’язування двовимірних задач лінійного програмування, тобто 

задач із двома змінними, а також деяких тривимірних задач застосовують 

графічний метод, що ґрунтується на геометричній інтерпретації та аналітичних 

властивостях задач лінійного програмування. Обмежене використання 

графічного методу зумовлене складністю побудови багатогранника розв’язків у 

тривимірному просторі (для задач з трьома змінними), а графічне зображення 

задачі з кількістю змінних більше трьох взагалі неможливе. 

 Розглянемо задачу. 

 Знайти 

2211max(min) xcxcZ      (1.1) 

за умов: 
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    (1.2) 

0,0 21  xx       (1.3) 

 Припустимо, що система (1.2) за умов (1.3) сумісна і багатокутник її 

розв’язків обмежений. 

 Згідно з геометричною інтерпретацією задачі лінійного програмування 

кожне і-те обмеження-нерівність у (1.2) визначає півплощину з граничною 

прямою iii bxaxa  2211  (і = 1, 2, …, т). 

 Системою обмежень (1.2) графічно можна зобразити спільну частину, або 

переріз усіх зазначених півплощин, тобто множину точок, координати яких 

задовольняють всі обмеження задачі – багатокутник розв’язків.  
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 Умова (1.3) невід’ємності змінних означає, що область допустимих 

розв’язків задачі належить першому квадранту системи координат 

двовимірного простору. Цільова функція задачі лінійного програмування 

геометрично інтерпретується як сім’я паралельних прямих с1х1+с2х2 = const. 

 Скористаємося для графічного розв’язання задачі лінійного 

програмування властивостями: якщо задача лінійного програмування має 

оптимальний план, то екстремального значення цільова функція набуває в 

одній із вершин її багатокутника розв’язків. Якщо ж цільова функція досягає 

екстремального значення більш як в одній вершині багатокутника, то вона 

досягає його і в будь-якій точці, що є лінійною комбінацією цих вершин. 

 Отже, розв’язати задачу лінійного програмування графічно означає 

знайти таку вершину багатокутника розв’язків, у результаті підстановки 

координат якої в (1.1) лінійна цільова функція набуває найбільшого 

(найменшого) значення. 

 Алгоритм графічного методу розв’язування задачі лінійного 

програмування складається з таких кроків: 

1. Будуємо прямі, рівняння яких дістаємо заміною в обмеженнях задачі 

(1.2) знаків нерівностей на знаки рівностей. 

2. Визначаємо півплощини, що відповідають кожному обмеженню задачі. 

3. Знаходимо багатокутник розв’язків задачі лінійного програмування. 

4. Будуємо вектор );( 21 ccN  , що задає напрям зростання значення 

цільової функції задачі. 

5. Будуємо пряму с1х1+с2х2=const, перпендикулярну до вектора N . 

6. Рухаючи пряму с1х1+с2х2=const в напрямку вектора N


 (для задачі 

максимізації) або в протилежному напрямі (для задачі мінімізації), знаходимо 

вершину багатокутника розв’язків, де цільова функція набирає екстремального 

значення. 

 7. Визначаємо координати точки, в якій цільова функція набирає 

максимального (мінімального) значення, і обчислюємо екстремальне значення 
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цільової функції в цій точці. 

 У разі застосування графічного методу для розв’язування задач лінійного 

програмування можливі такі випадки: 

 1. Цільова функція набирає максимального значення в єдиній вершині А 

багатокутника розв’язків (рис. 1.1).  

 2. Максимального значення цільова функція досягає в будь-якій точці 

відрізка АВ (рис. 1.2). Тоді задача лінійного програмування має альтернативні 

оптимальні плани.  

 3. Задача лінійного програмування не має оптимальних планів: якщо 

цільова функція необмежена згори (рис. 1.3) або система обмежень задачі 

несумісна (рис. 1.4). 
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Рисунок 1.1        Рисунок 1.2 
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Рисунок 1.3  Рисунок 1.4 

 

 4. Задача лінійного програмування має оптимальний план за необмеженої 

області допустимих розв’язків (рис. 1.5 і 1.6). 

 На рис. 1.5 у точці В маємо максимум, на рис. 1.6 у точці А – мінімум, на 

рис. 1.7 зображено, як у разі необмеженої області допустимих планів цільова 
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функція може набирати максимального чи мінімального значення у будь-якій 

точці променя. 
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Рисунок 1.5              Рисунок 1.6 
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 2. ГРАФІЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО 

ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ ВИПАДКУ ТРЬОХ І БІЛЬШЕ ЗМІННИХ 

 Розв’язувати графічним методом можна також задачі лінійного 

програмування n-вимірного простору, де 3n , якщо при зведенні системи 

нерівностей задачі до системи рівнянь шляхом введення додаткових змінних 

кількість змінних n на дві більша, ніж число обмежень m, тобто 2mn . 

 Тоді, як відомо з курсу вищої математики, можна дві з n змінних, 

наприклад х1 та х2, вибрати як вільні, а інші m зробити базисними і виразити 

через вільні. Припустимо, що це зроблено. Отримаємо 2 nm  рівнянь 

вигляду: 
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 Оскільки всі значення ),1(0 nixi  , то мають виконуватись умови: 
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    (2.1) 

 Розглянемо, як можна зобразити ці умови геометрично. Візьмемо, 

наприклад, першу з них: 

.032321313   xxx  

 Узявши величину х3 рівною своєму крайньому значенню — нулю, 

отримаємо рівняння: 

03232131   xx . 

 Це рівняння прямої. Для такої прямої 03 x , по одну сторону від неї 

03 x , а по другу – 03 x . Відмітимо ту сторону прямої 03232131   xx , 

де 03 x . 

 В аналогічний спосіб побудуємо і всі інші обмежуючі прямі: 04 x ; 

05 x ;...; 0nx  і відмітимо для кожної з них півплощину, де відповідна змінна 

більше нуля. 

 У такий спосіб отримують n–2 прямі та дві осі координат ( 01 x , 02 x ). 

Кожна з них визначає півплощину, де виконується умова )2,1(0  nixi . 

Частина площини в 21Oxx  належить водночас всім півплощинам, утворюючи 

багатокутник допустимих розв’язків.  
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 Припустимо, що в задачі необхідно знайти максимальне значення 

функціонала: 

nn xcxcxcF  ...2211 . 

 Підставивши вирази для 3x , 4x , 5x , ...; nx  з (2.1) у цей функціонал, 

зведемо подібні доданки і отримаємо вираз лінійної функції F всіх n змінних 

лише через дві вільні змінні 1x  та 2x : 

22110 xxF   , 

де 0  — вільний член, якого в початковому вигляді функціонала не було.  

 Очевидно, що лінійна функція 2211 xxF    досягає свого 

максимального значення за тих самих значень 1x  та 2x , що й 

22110 xxF   . 

 

 Отже, процедура відшукання оптимального плану з множини 

допустимих далі здійснюється за алгоритмом для випадку двох змінних. 

 

 Приклад Розв’язати графічним методом задачу лінійного програмування 

7654321 232min xxxxxxxF   
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)7,1(0  ixi . 

 Розв’язання. Маємо n=7 – кількість змінних, m=5 – кількість обмежень. 

Виберемо як вільні змінні х1 та х2 і виразимо через них всі інші базисні змінні. З 

першого рівняння маємо:  

.4213  xxx       (2.2) 
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 З третього рівняння: 

4215  xxx ,      (2.3) 

а з четвертого: 

526  xx .      (2.4) 

 Підставляючи (2.2) в друге рівняння системи і (2.4) в останнє, 

розв’язуємо їх відносно х4 та х7. Отримаємо: 

123 214  xxx ; 

6
2

1
217  xxx

. 

 Далі за алгоритмом беремо х1 = 0 та х2 = 0 – координатні осі; інші 

обмежуючі прямі знаходимо, узявши х3 = 0, х4 = 0, х5=0, х6 = 0, х7 = 0. 

Багатокутник допустимих розв’язків зображено на рис. 2.1. 

ОДР

0 x
1
( =0)x
2

x x
2 1
( =0)

x
4
=0

x
5
=0

x
3
=0

x
6
=0

А

x
2
=0

N

 

Рисунок 2.1 

 

 Знайдемо вигляд функціонала, вираженого через х1 та х2. Для цього 

знайдені щойно вирази для х3, х4, х5, х6 та х7 через вільні змінні х1 і х2 підставимо 

у функціонал і, звівши подібні члени, отримаємо: 1225 21  xxF . 

Відкидаючи вільний член, маємо: 21 25 xxF  . Будуємо вектор N


(–5, –2), 

перпендикулярно до нього — пряму F'. Рухаючи пряму F' в напрямку, 

протилежному N


 (необхідно знайти мінімальне значення функції F), 

отримаємо точку мінімуму – А (рис. 2.2). 



 34 

 

F
`
m
in

N(-5,-2)

ОДР

0 x
1
( =0)x
2

x x
2 1
( =0)

x
4
=0 x

3
=0

x
6
=0

А
x
2
=0

N

x
5
=0

 

Рисунок 2.2 

 

 У точці А перетинаються дві обмежуючі прямі: х6=0 та х7=0. Отже, для 

відшукання її координат необхідно розв’язати систему рівнянь: 









.0621

,05

21

2

xx

x

 

 Розв’язком системи є 
*
1x = 8,5; 

*
2x  = 5. Підставивши ці значення у 

відповідні вирази, знайдемо оптимальні значення базисних змінних: 


3x = 0,5; 


4x = 16,5; 


5x = 17,5; 


6x = 0; 


7x = 0. 

 Підстановкою значень 
*
1x  та 

*
2x  в лінійну функцію F отримуємо значення 

цільової функції: 

5,6412525,85 F . 

 

 3. СИМПЛЕКСНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

Графічний метод для визначення оптимального плану задач лінійного 

програмування доцільно застосовувати лише для задач із двома змінними. За 

більшої кількості змінних необхідно застосовувати інший метод. 

З властивостей розв’язків задачі лінійного програмування відомо: 

оптимальний розв’язок задачі має знаходитись в одній з кутових точок 
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багатогранника допустимих розв’язків. Тому найпростіший спосіб відшукання 

оптимального плану потребує перебору всіх кутових точок (допустимих планів 

задачі, які ще називають опорними). 

Порівняння вершин багатогранника можна здійснювати тільки після 

відшукання якоїсь однієї з них, тобто знайшовши початковий опорний план. 

Кожний опорний план визначається системою m лінійно незалежних векторів, 

які містяться в системі обмежень задачі з n векторів nAAA ,...,, 21 . 

Отже, загальна кількість опорних планів визначається кількістю 

комбінацій 
)!(!

!

mnm

n
C m

n


 . Задачі, що описують реальні економічні процеси, 

мають велику розмірність, і простий перебір всіх опорних планів таких задач є 

дуже складним, навіть за умови застосування сучасних ЕОМ. Тому необхідне 

використання методу, який уможливлював би скорочення кількості обчислень. 

1949 року такий метод був запропонований американським вченим 

Дж.Данцігом – так званий симплексний метод, або симплекс-метод.  

Ідея цього методу полягає в здійсненні спрямованого перебору 

допустимих планів у такий спосіб, що на кожному кроці здійснюється перехід 

від одного опорного плану до наступного, який за значенням цільової функції 

був би хоча б не гіршим за попередній. Значення функціонала при переході 

змінюється в потрібному напрямку: збільшується (для задачі на максимум) чи 

зменшується (для задачі на мінімум). 

Процес розв’язання задачі симплекс-методом має ітераційний характер: 

однотипні обчислювальні процедури (ітерації) повторюються у певній 

послідовності доти, доки не буде отримано оптимальний план задачі або 

з’ясовано, що його не існує. 

 

Отже, симплекс-метод – це ітераційна обчислювальна процедура, яка дає 

змогу, починаючи з певного опорного плану, за скінченну кількість кроків 

отримати оптимальний план задачі лінійного програмування.  
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3.1 Початковий опорний план 

Розглянемо задачу лінійного програмування, записану в канонічній 

формі: 

nn xcxcxcF  ...max 2211  
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Не порушуючи загальності, допустимо, що система рівнянь містить перші 

m одиничних векторів. Отримаємо: 

 nn xcxcxcF  ...max 2211  (3.1) 
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 ).,...,2,1(0 njx j   (3.3) 

Система обмежень (3.2) у векторній формі матиме вигляд: 

 0112211 ...... AAxAxAxAxAx nnmmmm   , (3.4) 

де  
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mAAA ,...,, 21  – лінійно незалежні одиничні вектори m-вимірного простору, що 

утворюють одиничну матрицю і становлять базис цього простору. Тому в 

розкладі (3.4) базисними змінними будуть mxxx ,...,, 21 , а інші змінні – вільні. 

Прирівняємо всі вільні змінні до нуля, тобто 0,...,0,0 21   nmm xxx . 

Оскільки ),1(0 mibi  , а вектори mAAA ,...,, 21  – одиничні, то отримаємо один 

із розв’язків системи обмежень (4.2): 

  ,0,...,0,,...,, 122110   nmmm xxbxbxbxX  (3.5) 

тобто допустимий план. 

Такому плану відповідає розклад 

 ,... 02211 AAxAxAx mm   (3.6) 

де mAAA ,...,, 21  — лінійно незалежні вектори і за властивістю 3 розв’язків 

задачі лінійного програмування план 0X  є кутовою точкою багатогранника 

розв’язків, а отже, може бути початковим опорним планом. 

3.2 Перехід від одного опорного плану до іншого 

Розглянемо, як, виходячи з початкового опорного плану (3.6), перейти до 

наступного опорного плану, що відповідає цілеспрямованому процесу 

перебору кутових точок багатогранника розв’язків. 

Оскільки mAAA ,...,, 21  є базисом m-вимірного простору, то кожен з 

векторів співвідношення (4.5) може бути розкладений за цими векторами 

базису, причому у єдиний спосіб: 

.,...,2,1,
1

njAxA
m

i

iijj 
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Розглянемо такий розклад для довільного небазисного вектора, 

наприклад, для 1mA : 

 .... 11,21,211,1   mmmmmm AAxAxAx  (3.7) 

Припустимо, що у виразі (3.7) існує хоча б один додатний коефіцієнт 

1, mix . 

Введемо деяку поки що невідому величину 0 , помножимо на неї 

обидві частини рівності (3.7) і віднімемо результат з рівності (3.6). Отримаємо: 

 .)(...)()( 011,21,2211,11 AAAxxAxxAxx mmmmmmm    (3.8) 

Отже, вектор  

)0...,,0;;;...;( 1,1,221,111    mmmmm xxxxxxX  

є планом задачі у тому разі, якщо його компоненти невід’ємні. За допущенням 

0 , отже, ті компоненти вектора 1X , в які входять 01, mix , будуть 

невід’ємними, тому необхідно розглядати лише ті компоненти, які містять 

додатні ),...,2,1(1, mix mi  . Тобто необхідно знайти таке значення 0 , за 

якого для всіх 01, mix  буде виконуватися умова невід’ємності плану задачі: 

 .01,  mii xx   (3.9) 

З (3.9) отримуємо, що для шуканого 0  має виконуватися умова 

1, 


mi

i

x

x
 . Отже, вектор 1X  буде планом задачі для будь-якого , що 

задовольняє умову: 

1,

min0



mi

i

i x

x
 , 

де мінімум знаходимо для тих i, для яких 01, mix . 

Опорний план не може містити більше ніж m додатних компонент, тому в 

плані 1X  необхідно перетворити в нуль хоча б одну з компонент. Допустимо, 
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що 
1,

min


 
mi

i

i x

x
  для деякого значення і, тоді відповідна компонента 

плану 1X  перетвориться в нуль. Нехай це буде перша компонента плану, тобто: 

1,1

1

1,

min


 
mmi

i

i x

x

x

x
 . 

Підставимо значення   у вираз (3.8): 
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якщо позначити imi

m

i xx
x

x
x  



1,

1,1

1  ),2( mi  , 1

1,1

1




 m

m

x
x

x
, то рівняння можна 

подати у вигляді: 

01113322 ... AAxAxAxAx mmmm 
 , 

якому відповідає такий опорний план: 

)0...;;0;;;...;;;0( 1322 
 mm xxxxX . 

Для визначення наступного опорного плану необхідно аналогічно 

продовжити процес: будь-який вектор, що не входить у базис, розкласти за 

базисними векторами, а потім визначити таке 0 , для якого один з векторів 

виключається з базису. 

 

Отже, узагальнюючи розглянутий процес, можемо висновувати: 

визначення нових опорних планів полягає у виборі вектора, який слід 

ввести в базис, і вектора, який необхідно вивести з базису. Така процедура 

відповідає переходу від одного базису до іншого за допомогою методу 

Жордана-Гаусса. 
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Необхідно зазначити, що для випадку, коли вектор 1mA  підлягає 

включенню в базис, а в його розкладі (3.7) всі 01, mix , то, очевидно, не існує 

такого значення 0 , яке виключало б один з векторів. У такому разі план 1X  

містить m+1 додатних компонент, отже, система векторів 121 ,,...,, mm AAAA  

буде лінійно залежною і визначає не кутову точку багатогранника розв’язків. 

Функціонал не може в ній набирати максимального значення. Це означає, що 

функціонал є необмеженим на багатограннику розв’язків. 

3.3 Оптимальний розв’язок. Критерій оптимальності плану 

Симплексний метод уможливлює направлений перебір опорних планів, 

тобто перехід від одного плану до іншого, який є хоча б не гіршим від 

попереднього за значенням функціонала. Отже, окремим питанням стає вибір 

вектора, який необхідно вводити в базис при здійсненні ітераційної процедури 

симплексного методу.  

Розглянемо задачу лінійного програмування (3.1)-(3.3). 

Допустимо, що вона має опорні плани і вони є невиродженими. 

Розглянемо початковий опорний план виду (3.5): 

 .0,...,0,,...,, 122110   nmmm xxbxbxbxX  

Такому плану відповідає розклад за базисними векторами 

 02211 ... AAxAxAx mm   (3.10) 

та значення функціонала: 

 ).(... 02211 XFxcxcxcF mm   (3.11) 

Кожен з векторів mAAA ,...,, 21  можна розкласти за векторами базису, 

причому у єдиний спосіб: 

 ),1(...2211 njAAxAxAx jmmjjj  , (3.12) 

тому такому розкладу відповідатиме і єдине значення функціонала: 
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 ),1(...2211 njxcxcxcF mjmjjj  . (3.13) 

Позначимо через jc  коефіцієнт функціонала, що відповідає вектору jA , 

та jjj cF   (їх називають оцінками відповідних векторів плану) ),1( nj  . 

Тоді справедливим є таке твердження (умова оптимальності плану задачі 

лінійного програмування): якщо для деякого плану 0X  розклад всіх векторів 

),1( njA j   у даному базисі задовольняє умову:  

 0 jjj cF , (3.14) 

то план 0X  є оптимальним розв’язком задачі лінійного програмування (3.1)-

(3.3). 

Аналогічно формулюється умова оптимальності плану задачі на 

відшукання мінімального значення функціонала: якщо для деякого плану 0X  

розклад всіх векторів ),1( njA j   у даному базисі задовольняє умову  

 0 jjj cF , (3.15) 

то план Х0 є оптимальним розв’язком задачі лінійного програмування. 

Отже, для того, щоб план задачі лінійного програмування був 

оптимальним, необхідно і достатньо, щоб його оцінки jjj cF   були 

невід’ємними для задачі на максимум та недодатними для задачі на мінімум. 

3.4 Розв’язування задачі лінійного програмування симплексним методом 

Розглянемо, як, виходячи з початкового опорного плану задачі лінійного 

програмування, за допомогою симплексного методу знайти оптимальний план. 

Продовжимо розгляд задачі (3.1)-(3.3), опорний план якої 

 0,...,0,,...,, 122110   nmmm xxbxbxbxX . Для дослідження даного 

плану на оптимальність (за умовою оптимальності плану задачі лінійного 

програмування) необхідно вектори ),1( njA j   системи обмежень (3.2) 
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розкласти за базисними векторами mAAA ,...,, 21  і розрахувати значення оцінок 

jjj cF  .  

Всі подальші обчислення зручно проводити в симплексній таблиці 

(табл.3.1). 

У стовпці «Базис» записані змінні, що відповідають базисним векторам, а 

в стовпці «Сбаз» – коефіцієнти функціонала відповідних базисних векторів. У 

стовпці «План» – початковий опорний план 0X , в цьому ж стовпці в результаті 

обчислень отримують оптимальний план. У стовпцях ),1( njx j   записані 

коефіцієнти розкладу кожного j-го вектора за базисом, які відповідають у пер-

шій симплексній таблиці коефіцієнтам при змінних у системі (3.2). У (m+1)-му 

рядку в стовпці «План» записують значення функціонала для початкового 

опорного плану )( 0XF , а в інших стовпцях jx  – значення оцінок jjj cF  . 

Цей рядок симплексної таблиці називають оцінковим. 

Значення )( 0XF  знаходять підстановкою компонент опорного плану в 

цільову функцію, а значення )( jXF  – при підстановці коефіцієнтів розкладу 

кожного j-го вектора за векторами базису, тобто ці значення в табл.3.1 

отримують як скалярний добуток: 

;)(
1

0áàç0 



m

i

iibcXCXF  

njacXCXFF
m

i

ijijjj ,...,2,1,)(
1

áàç  


, 

де сі – коефіцієнти функціонала, що відповідають векторам базису. 
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Таблиця 3.1 

Перша симплексна таблиця для розв’язку задач лінійного програмування 
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Після заповнення табл. 3.1 розраховують значення оцінок плану (останній 

рядок): ,)(
1

j

m

i
ijijjjjj caccXFcF 







 



 nj ,...,2,1 . Потім згідно з 

умовою оптимальності плану задачі лінійного програмування, якщо всі 

0 jjj cF  (для задачі на максимум), то план є оптимальним. Допустимо, 

що одна з оцінок 0 jjj cF , тоді план 0X  не є оптимальним і необхідно 

здійснити перехід до наступного опорного плану, якому буде відповідати більше 

значення функціонала. Якщо від’ємних оцінок кілька, то включенню до базису 

підлягає вектор, який вибирається як )min( jj cF  . Мінімум знаходять для тих 

індексів j, де 0 jjj cF . Якщо існує кілька однакових значень оцінок, що 

відповідають )min( jj cF  , то з відповідних їм векторів до базису включають 

той, якому відповідає максимальне значення функціонала.  

Якщо хоча б для однієї від’ємної оцінки 0 jjj cF  всі коефіцієнти 

розкладу ija  відповідного вектора недодатні, то це означає, що функціонал є 

необмеженим на багатограннику розв’язків, тобто багатогранник у даному разі 

являє собою необмежену область і розв’язком задачі є X . 

Нехай kkkjj cFcF  )min( , тобто мінімальне значення 

досягається для k-го вектора nkm  . Тоді до базису включається вектор kA . 

Відповідний стовпчик симплексної таблиці називають напрямним. 

Для того, щоб вибрати вектор, який необхідно вивести з базису (згідно з 

процедурою переходу від одного опорного плану задачі до іншого – п. 3.2), 

розраховують останній стовпчик табл. 3.1 – значення i . 

0,,...,2,1,  ik

ik

i
i ami

a

b
 . 

З розрахованих значень необхідно вибрати найменше 

0,,...,2,1,min 
iki ami . Тоді з базису виключають i-ий вектор, якому 

відповідає  . 
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Допустимо, що 
lk

l
l

a

b
  min  відповідає вектору, що знаходиться в l-

му рядку табл.4.1. Відповідний рядок симплексної таблиці називають 

напрямним. 

Перетином напрямного стовпчика та напрямного рядка визначається 

елемент симплексної таблиці alk, який називають розв’язувальним елементом. 

За допомогою елемента alk і методу Жордана-Гаусса розраховують нову 

симплексну таблицю, що визначатиме наступний опорний план задачі. 

Для визначення нового опорного плану необхідно всі вектори розкласти 

за векторами нового базису. Вектор Аk, який необхідно вводити до базису, в 

розкладі за початковим базисом має вигляд:  

 .......11 mmkllkkk AaAaAaA   (3.16) 

Вектор Аl виходить з базису, і його розклад за новим базисом отримаємо з 

виразу (4.16): 

  mmkkk

lk

l AaAaA
a

A  ...
1

11 . (3.17) 

Розклад вектора А0 за початковим базисом має вигляд: 

 mmll AbAbAbA  ......110 . (3.18) 

Для запису розкладу вектора в новому базисі підставимо вираз (3.17) у 

рівняння (3.18), маємо: 









 mmmmkkk

lk

l AbAaAaA
a
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1

... 11110  

mmk
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b
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a

b
b 

















 ......111 . 

Отже, значення компонент наступного опорного плану розраховуються за 

формулами: 
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 (3.19) 

Розклад за початковим базисом будь-якого з векторів має вигляд: 

 mmjlljjj AaAaAaA  ......11 . (3.20) 

Розклад за новим базисом отримаємо підстановкою (3.17)  

у (3.20): 
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Новий план: );...;;...;( 111 mjmkjkj axaxaxX  , де  
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 (3.21) 

Формули (3.19) та (3.21) є формулами повних виключень Жордана-

Гаусса. 

 

Отже, щоб отримати коефіцієнти розкладу векторів nAAA ,...,, 10  за 

векторами нового базису (перехід до наступного опорного плану та створення 

нової симплексної табл. 3.2), необхідно: 

1) розділити всі елементи напрямного рядка на розв’язувальний елемент; 

2) розрахувати всі інші елементи за формулами повних виключень 

Жордана-Гаусса (правило прямокутника). 
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Потім необхідно здійснити перевірку нових значень оцінкового рядка. 

Якщо всі Fj – сj  0, то план Х1 — оптимальний, інакше переходять до 

відшукання наступного опорного плану. Процес продовжують до отримання 

оптимального плану, чи встановлення факту відсутності розв’язку задачі. 

Якщо в оцінковому рядку останньої симплексної таблиці оцінка Fj – сj  0 

відповідає вільній (небазисній) змінній, то це означає, що задача лінійного 

програмування має альтернативний оптимальний план. Отримати його можна, 

вибираючи розв’язувальний елемент у зазначеному стовпчику таблиці та 

здійснивши один крок (одну ітерацію) симплекс-методом. У результаті 

отримаємо новий опорний план, якому відповідає те саме значення функціонала, 

що і для попереднього плану, тобто функціонал досягає максимального значення 

в двох точках багатогранника розв’язків, а отже, за властивістю 2 (п.3.2) 

розв’язків задачі лінійного програмування така задача має нескінченну множину 

оптимальних планів. 

Розв’язання задачі лінійного програмування на відшукання мінімального 

значення функціонала відрізняється лише умовою оптимальності опорного 

плану. До базису включають вектор, для якого )max( jjj cF  , де максимум 

знаходять для тих j, яким відповідають 0 jjj cF . Всі інші процедури 

симплексного методу здійснюються аналогічно, як у задачі лінійного 

програмування на відшукання максимального значення функціонала. 



 48 

Таблиця 3.2 

Друга симплексна таблиця для відшукання опорного (оптимального) плану 
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3.5 Метод штучного базису 

У попередніх параграфах розглядався випадок, коли система обмежень 

задачі лінійного програмування містила одиничну матрицю порядку m. Проте 

більшість задач не можна звести до потрібного вигляду. В такому разі 

застосовується метод штучного базису. 

Розглянемо задачу лінійного програмування: 

 nn xcxcxcF  ...max 2211  (3.22) 
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 (3.23) 

 ).,...,2,1(0 njx j   (3.24) 

Задача подана в канонічному вигляді і система обмежень (3.23) не 

містить одиничної матриці. Отримати одиничну матрицю можна, якщо до 

кожного рівняння в системі обмежень задачі додати одну змінну 

),1(0 mix in  . Такі змінні називають штучними. (Не обов’язково кількість 

введених штучних змінних має дорівнювати m. Їх необхідно вводити лише в ті 

рівняння системи обмежень, які не розв’язані відносно базисних змінних.) 

Допустимо, що система рівнянь (3.23) не містить жодного одиничного вектора, 

тоді штучну змінну вводять у кожне рівняння: 
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).,...,2,1(0 mnjx j   
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У результаті додавання змінних у рівняння системи (3.23) область 

допустимих розв’язків задачі розширилась. Задачу з системою обмежень (3.25) 

називають розширеною, або М-задачею. Розв’язок розширеної задачі збігатиметься 

з розв’язком початкової лише за умови, що всі введені штучні змінні в 

оптимальному плані задачі будуть виведені з базису, тобто дорівнюватимуть 

нулеві. Тоді система обмежень (3.25) набуде вигляду (3.23) (не міститиме штучних 

змінних), а розв’язок розширеної задачі буде розв’язком і задачі (3.22) - (3.24). 

Згідно з симплексним методом до базису вводять змінні, які покращують 

значення цільової функції. Для даної задачі на максимум вони мають його 

збільшувати. Отже, для того, щоб у результаті процедур симплексних 

перетворень виключалися з базису штучні змінні, потрібно ввести їх у цільову 

функцію з від’ємними коефіцієнтами. Тобто цільова функція набуде вигляду: 

mnnnn MxMxxcxcxcF 
  ......max 12211  

(У разі розв’язання задачі на відшукання мінімального значення цільової 

функції вводять коефіцієнти, які є досить великими числами. Цільова функція 

тоді має вигляд: 

mnnnn MxMxxcxcxcF 
  ......min 12211 . 

Припускається, що величина М є досить великим числом. Тоді якого б 

малого значення не набувала відповідна коефіцієнту штучна змінна inx  , 

значення цільової функції F  буде від’ємним для задачі на максимум та 

додатним для задачі на мінімум і водночас значним за модулем. Тому 

процедура симплексного методу одразу вилучає відповідні змінні з базису і 

забезпечує знаходження плану, в якому всі штучні змінні  mix in ,10  . 

Якщо в оптимальному плані розширеної задачі існує хоча б одне 

значення 0inx , то це означає, що початкова задача не має розв’язку, тобто 

система обмежень несумісна. 

Для розв’язання розширеної задачі за допомогою симплексних таблиць 

зручно використовувати таблиці, оцінкові рядки яких поділені на дві частини-
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рядки. Тоді в (m+2)-му рядку записують коефіцієнти з М, а в (m+1)-му – ті, які 

не містять М. Вектор, який підлягає включенню до базису, визначають за (m+2)-

м рядком. Ітераційний процес по (m+2)-му рядку проводять до повного 

виключення всіх штучних змінних з базису, потім процес визначення 

оптимального плану продовжують за (m+1)-им рядком. 

Взаємозв’язок між розв’язками початкової та розширеної задач лінійного 

програмування не є очевидним і визначається такою теоремою. 

Теорема. Якщо в оптимальному плані optX


)0...,,0,,...,,( 21 nxxx  

розширеної задачі штучні змінні inx )...,,2,1(,0 mi  , то план 

),...,,( 21 nopt xxxX   є оптимальним планом початкової задачі. 

 

3.6 Алгоритм розв’язування задачі лінійного програмування симплекс-

методом. 

Отже, загалом алгоритм розв’язування задачі лінійного програмування 

симплекс-методом складається з п’яти етапів: 

1. Визначення початкового опорного плану задачі лінійного програмування. 

2. Побудова симплексної таблиці. 

3. Перевірка опорного плану на оптимальність за допомогою оцінок j . 

Якщо всі оцінки задовольняють умову оптимальності, то визначений 

опорний план є оптимальним планом задачі. Якщо хоча б одна з оцінок j  

не задовольняє умову оптимальності, то переходять до нового опорного 

плану або встановлюють, що оптимального плану задачі не існує. 

4. Перехід до нового опорного плану задачі здійснюється визначенням 

розв’язувального елемента та розрахунками елементів нової симплексної 

таблиці. 

5. Повторення дій, починаючи з п.3. 

Далі ітераційний процес повторюють, доки не буде визначено 

оптимальний план задачі. 
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У разі застосування симплекс-методу для розв’язування задач лінійного 

програмування можливі такі випадки. 

1. Якщо в оцінковому рядку останньої симплексної таблиці оцінка 0 j  

відповідає вільній (небазисній) змінній, то це означає, що задача лінійного 

програмування має альтернативний оптимальний план. Отримати його можна, 

вибравши розв’язувальний елемент у зазначеному стовпчику таблиці та 

здійснивши один крок симплекс-методом. 

2. Якщо при переході у симплекс-методі від одного опорного плану 

задачі до іншого в напрямному стовпчику немає додатних елементів ika , тобто 

неможливо вибрати змінну, яка має бути виведена з базису, то це означає, що 

цільова функція задачі лінійного програмування є необмеженою й оптимальних 

планів не існує. 

3. Якщо для опорного плану задачі лінійного програмування всі оцінки 

 njj ,1  задовольняють умову оптимальності, але при цьому хоча б одна 

штучна змінна є базисною і має додатне значення, то це означає, що система 

обмежень задачі несумісна. 


