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Факультету математики та iнформатики
50 рокiв!

Викладання математичних дисциплiн у Чернiвецькому унiверситетi
розпочалося у груднi 1876 р. В цей час на фiлософському факультетi по-
чав функцiонувати семiнар з математики i математичної фiзики. Основи
математичних дослiджень у Чернiвецькому унiверситетi заклали профе-
сори: Леопольд Ґегенбауер, Йосип Племель, Ганс Ган, Симеон Стоїлов,
Мирон Нiколеску та iншi.

Пiсля реорганiзацiї Чернiвецького унiверситету у 1940 роцi в його скла-
дi створено фiзико-математичний факультет. На роботу в унiверситет за
направленнями приїхали вiдомi вченi: чл.-кор. АН України М.М.Боголюбов
(згодом учений зi свiтовим iменем, директор Об’єднаного iнституту ядер-
них дослiджень у Дубнi), М.Л.Сiмонов, О.О.Бобров, М.Г.Беляєв, М.К.Фаґе,
Ю.М.Круг. Потiм до них приєдналися В.П.Рубаник та випускники ЧДУ
К.М.Фiшман, С.Д.Ейдельман. Їх зусиллями були закладенi основи на-
укових дослiджень на факультетi. Вони започаткували високий рiвень
науково-педагогiчної дiяльностi i вимогливiсть до якостi знань студентiв.
Математичний факультет видiлився iз фiзико-математичного факультету
у 1968 р. Серед його 44 викладачiв був лише 1 доктор фiзико-математичних
наук, професор i 17 кандидатiв фiзико-математичних наук, доцентiв. За 50
рокiв своєї дiяльностi математичний факультет став одним iз провiдних в
унiверситетi. У кiнцi минулого столiття на факультетi працювали профе-
сори С.Д.Ейдельман, М.К.Фаге, В.П.Рубаник, Є.Ф.Царков, В.I.Фодчук,
М.I.Нагнибiда, М.Ф.Кириченко.

У 2004 р. математичний факультет перейменовано на факультет при-
кладної математики, а у 2013 р. – на факультет математики та iнформати-
ки. Професорсько-викладацький склад факультету нараховує нинi 60 ви-
кладачiв, серед яких 1 академiк НАН України Чикрiй А.О., 16 докторiв
наук (Я.Й.Бiгун, В.В.Городецький, I.В.Житарюк, В.А.Лiтовченко, О.О.
Карлова, I.I. Клевчук, О.В. Мартинюк, В.К.Маслюченко, О.В.Маслюченко,
М.I.Матiйчук, В.В.Михайлюк, В.В.Нестеренко, Р.I.Петришин, М.М.Попов,
I.Д.Пукальський, I.М.Черевко) та 39 кандидатiв наук. Колектив факуль-
тету має загальновизнанi науковi досягнення у теорiї диференцiальних
рiвнянь з частинними i звичайними похiдними, диференцiально-функцiо-
нальних рiвнянь, функцiональному аналiзi, теорiї функцiй, математично-
му моделюваннi та застосуваннi сучасних iнформацiйних технологiй. На
факультетi працює спецiалiзована рада iз захисту кандидатських дисер-
тацiй зi спецiальностей: диференцiальнi рiвняння, математичний аналiз,
математичне моделювання та обчислювальнi методи.

Деканами факультету за час його iснування були: у 1968—1995 рр. –
доцент В.В.Крехiвський, у 1995-–1999 рр. -– доцент В.Т.Мартинюк, у 2000-
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–2005 рр. -– професор Р.I.Петришин, з 2005 р. факультет очолює професор
I.М.Черевко.

Факультет математики та iнформатики на сьогоднi складається з 5
кафедр:

— алгебри та iнформатики (завiдувач професор В.В. Городецький);
— математичного аналiзу (завiдувач професор В.К. Маслюченко);
— диференцiальних рiвнянь (завiдувач професор I.Д. Пукальський);
— прикладної математики та iнформацiйних технологiй (завiдувач про-

фесор Я.Й. Бiгун);
-– математичного моделювання (завiдувач доцент Л.А. Пiддубна);
— п’яти комп’ютерних класiв i трьох лабораторiй з iнформацiйних та

комп’ютерних технологiй, якi обладнанi сучасною технiкою з лiцензiйним
програмним забезпеченням та мають доступ до мережi Internet; кабiнету
математики, де зберiгається понад 10 000 книг та журналiв.

Факультет розмiщується у найстарiшому корпусi ЧНУ, в якому 4 жов-
тня 1875 р. вiдбувся урочистий акт вiдкриття унiверситету.

Факультет має мiжнароднi угоди про наукову спiвпрацю з Ризьким
технiчним унiверситетом (Рига, Латвiя); факультетом фiзики, математи-
ки та iнформацiйних технологiй Тираспольського унiверситету (Киши-
нiв, Молдова); факультетом математики та фiзики Сiлезького технологi-
чного унiверситету (Польща); комп’ютерними фiрмами “DeSyd”, “Yukon”,
“SoftServe”, “Redfountain Limited”, “Sharp Minds”, “Global IT Support” та
iншими.

Прiоритетними напрямками розвитку освiти в Українi у XXI столiттi
є точнi науки та iнформацiйнi технологiї, якi успiшно розвиваються на
факультетi математики та iнформатики ЧНУ.

Факультет здiйснює пiдготовку бакалаврiв та магiстрiв зi спецiально-
стей

1. Математика
2. Середня освiта (математика)
3. Середня освiта (iнформатика)
4. Комп’ютернi науки та iнформацiйнi технологiї (спецiалiзацiя – iн-

формацiйнi технологiї та управлiння проектами)
5. Прикладна математика
6. Системний аналiз
Випускники нашого факультету досягають високих результатiв на пе-

дагогiчнiй та науковiй нивi. Зокрема, серед них є багато вчителiв вищої ка-
тегорiї, вчителiв-методистiв, вiдмiнникiв освiти, заслужених працiвникiв
освiти та заслужених вчителiв України, доцентiв, професорiв, академiкiв
академiї вищої школи, тощо.
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диференцiальних рiвнянь
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In the present report, we consider the following initial-boundary value
problem with parameter for system of partial differential equations of third
order at the domain Ω = [0, T ]× [0, ω]

∂3u

∂x2∂t
= A1(t, x)

∂2u

∂x2
+A2(t, x)

∂2u

∂x∂t
+A3(t, x)

∂u

∂x
+A4(t, x)

∂u

∂t
+

+A5(t, x)u+B(t, x)µ(t) + f(t, x), (1)
m∑
i=0

{
Mi(x)

∂2u(ti, x)

∂x2
+ Li(x)

∂u(ti, x)

∂x

}
= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)

u(t, 0) = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (3)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣
x=0

= ψ2(t), t ∈ [0, T ], (4)

∂2u(t, x)

∂x2

∣∣∣
x=0

= ψ3(t), t ∈ [0, T ], (5)

where u(t, x) = (u1(t, x), ..., un(t, x)) is unknown function, µ(t) = (µ1(t),
..., µn(t)) is unknown functional parameter, the (n × n) matrices Ai(t, x),
B(t, x), and n function f(t, x) are continuous on Ω, i = 1, 5, the (n×n) matri-
ces Mj(x), Lj(x), j = 0,m, and ϕ(x) are continuous on [0, ω], 0 = t0 < t1 <
... < tm = T , the n functions ψk(t), k = 1, 2, 3 are continuously differentiable
on [0, T ].

Using results of article [1], we study of a solvability to problem (1)–(5) and
offer the methods for constructing their approximate solutions, also show its
applications.

[1] Asanova A.T. Multipoint problem for a system of hyperbolic equations with mi-
xed derivative // Nonlinear Oscillations. –2014. –17,3. – P. 295-313; translated
in Journal of Mathematical Sciences (United States). – 2016. –212,3. –P. 213-
233.
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Let {m,n, r} ⊂ N, 1 6 p 6 ∞, and −∞ < a < b < ∞. We consider the
linear boundary-value problem

Ly(t) := y′(t) +A(t)y(t) = f(t) for every t ∈ (a, b), By = c, (1)

with respect to the unknown vector-valued function y(·) ∈
(
Wn
p

)m. Here,
the matrix-valued function A(·) ∈

(
Wn−1
p

)m×m, the vector-valued functi-
on f(·) ∈

(
Wn−1
p

)m, the vector c ∈ Cr, and the linear continuous operator
B :

(
Wn
p

)m → Cr are arbitrary chosen.
Rewrite (1) in the form of a linear operator equation (L,B)y = (f, c),

where

(L,B) :
(
Wn
p

)m → (
Wn−1
p

)m × Cr. (2)

Theorem 1 The linear operator (2) is bounded and Fredholm with index m−
r.

The statement of Theorem 1 is also new for general boundary-value problems
with a non-zero index, which are covered by a case n = p = 1.

We formulate the criterion of invertibility of the operator (L,B), that is
the conditions under which the inhomogeneous boundary-value problem (1)
has always a unique solution which continuously depends on the right-hand
sides of the differential equation and the boundary condition.

Let Y (·) ∈
(
Wn
p

)m×m be a unique solution of the linear matrix differential
equation (LY )(t) = Om, Y (a) = Im. By [BY ] we denote the number-valued
m×m-matrix each column of which coincides with the action of the operator
B on the column of the matrix Y (·) with the same numbers.

Theorem 2 The operator (L,B) is invertible if and only if r = m and det[BY ] 6=
0.

The theses are based on the joint results with Professor V.A. Mikhailets.
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We consider impulsive boundary value problems for ODEs whose solutions
encounter state-dependent impulses, i.e., discontinuities which occur when the
solution hits one or several given barriers. A theoretical study of this type of
problems is given in [1].

Due to the fact that the number and location of impulses is not a priori
known, many conventional numerical approaches cannot be directly applied.
In [2] a shooting approach was proposed, analyzed, implemented and tested.
It is based on (quasi-)Newton iteration combined with solution of impulsive
initial value problems including event detection. We show that the procedure
is well-defined if, within the iterative process, the solutions of the initial value
problems hit the given barrier transversally.

Our code is useful for the experimental investigation of impulsive problems.
We present several examples which illustrate the usefulness of this approach,
including application problems as for instance of Billiard type. Special effects
like ‘beating’, where solution candidates encounter a long sequence of small
jumps and cannot cross the barrier, can also be detected and explored.

[1] I. Rach̊unková, J. Tomeček: State-Dependent Impulses: Boundary Value
Problems on Compact Interval. Atlantis Press, Paris 2015.

[2] W. Auzinger, J. Burkotová, I. Rach̊unková, V. Wenin: Shooting methods
for state-dependent impulsive boundary value problems, with applications.
Appl. Numer. Math. 128, 217–229, 2018.
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Consider the linear boundary value problem with parameter for the integro-
differential equation on [0, T ]

dx

dt
= A(t)x+

T∫
0

K(t, τ)x(τ)dτ +A0(t)µ+ f(t), x ∈ Rn, µ ∈ Rm, (1)

B0µ+Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn+m, (2)

where the (n × n) matrices A(t) and K(t, τ) are continuous on [0, T ] and
[0, T ] × [0, T ], respectively; the (n ×m) matrix A0(t) is continuous on [0, T ],
the n vector f(t) is continuous on [0, T ]; B0 is ((n + m) ×m) matrix and B,
C are ((n+m)× n) matrices; ‖x‖ = max

i=1,n
|xi|.

Solution to problem (1), (2) is a pair (x∗(t), µ∗), where the function x∗(t)
is continuous on [0, T ], has continuous derivative on (0, T ) and satisfies the
integro-differential equation (1) and boundary condition (2) for µ = µ∗.

In present communication we study questions relate to the existence, uni-
queness and construction of solution to problem (1),(2). The problem (1), (2)
is approximated by the linear boundary value problem with parameter for
the loaded differential equation. In order to solve problem with parameter we
apply parametrization’s method [1]. The interconnection between solvability
of problem (1), (2) and approximated problem with parameter for loaded di-
fferential equations is established.

[1] Dzhumabaev D.S. Criteria for the unique solvability of a linear boundary-value
problem for an ordinary differential equation // Comput. Maths. Math. Phys.
1989. Vol. 29. №1, P. 34-46.
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The theory of differential equations with an unbounded operator coefficient
was initiated by Hill and Yosida where the first theorems on the existence of
the Cauchy problem solution for a linear homogeneous differential equation
with respect to a function with values in a Banach space were obtained. The
boundary value problems for linear differential-operator equations are used
in the simulation of boundary value problems for differential equations with
partial derivatives (see e.g. [1, 2]).

We study a problem with periodic boundary conditions for a 2n-order
differential equation whose coefficients are non-self-adjoint operators. It is
established that the operator of the problem has two invariant subspaces
generated by the involution operator and two subsystems of the system of
eigenfunctions which are Riesz bases. For a differential-operator equation of
even order, we study a problem with non-self-adjoint boundary conditions whi-
ch are perturbations of periodic conditions. We study cases when the perturbed
conditions are Birkhoff regular but not strongly Birkhoff regular or nonregular.
We found the eigenvalues and elements of the system V of root functions of
the operator which is complete and contains an infinite number of associated
functions. Some sufficient conditions for which this system V is a Riesz basis
are obtained. Some conditions for the existence and uniqueness of the solution
of the problem with homogeneous boundary conditions are obtained ([3]).

[1] Gokhberg I. Ts., Krein M.G. Introduction to the Theory of Linear Non Self-
Adjoint Operators. – Moscow: Nauka, 1965. (in Russian)

[2] Baranetskij Ya., Kolyasa L. Boundary-value problem for abstract second-order
differential equation with involution // Visn. Lviv Polytech. National Univ. Ser.
Phys. Math. Sci. – 2017. – 871. – P. 20–27.

[3] Baranetskij Ya.O., Demkiv I.I., Ivasiuk I.Ya., Kopach M.I. The nonlocal problem
for the 2n differential equations with unbounded operator coefficients and the
involution // Carpathian Math. Publ. – 2018. – 10, 1. – P. 14–30. doi:
10.15330/cmp.10.1.14-30

16



Levon Beklaryan

On the question of the existence of a periodic
and bounded solution for the functional
differential equations of pointwise type
Central Economics and Mathematics Institute RAS, Moscow, Russia

E-mail: beklar@cemi.rssi.ru, lbeklaryan@outlook.com

The talk is devoted to a new type of sufficient conditions for the existence
of periodic and bounded solutions for ordinary differential equations (ODE), as
well as functional-differential equations (FDE) of pointwise type. Such conditi-
ons are based on taking into account the asymptotic properties of the solutions
of differential equations that can be observed on the time shifts of solutions.
The presence of bounded solutions is a more general phenomenon than the
existence of periodic solutions. Nevertheless, the obtained conditions for the
existence of a bounded solution are more stringent than the conditions for the
existence of periodic solutions, since in the case of a periodic right-hand side
of the differential equation, there is a “strong” condition for the invariance of
the solution space with respect to the shift of solutions for the period.

A FDE of pointwise type canonically induces an infinite-dimensional ordi-
nary differential equation. Moreover, the right-hand side of the infinite-dimen-
sional differential equation satisfies the condition of “almost permutability”
with respect to the shift operator acting in the space of infinite sequences
(in phase space). In particular, finite difference analogues of the equations
of mathematical physics are related to such types of infinite-dimensional di-
fferential equations. To every solution of FDE of pointwise type there one-to-
one corresponds a solution of the traveling wave type of the induced infinite-
dimensional equation. In turn, an infinite-dimensional ordinary differential
equation, whose right-hand side satisfies the “almost permutability” condition
with respect to the shift operator in the space of infinite sequences, induces a
functional-differential equation of pointwise type. In this case, to each solution
of the traveling wave type of the infinite-dimensional equation there one-to-one
corresponds a solution of the induced FDE of pointwise type.

[1] Beklaryan L.A. Introduction to the theory of functional differential equations.
Group approach. – Moscow: Factorial Press, 2007. – 288 p. (in Russian)
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Let V be the separable reflexive Banach space with the norm ‖·‖, H be the
Hilbert space with the scalar product (·, ·) and norm | · |. Suppose that V ⊂ H
with dense, continuous and compact injection. Let V ′ be the dual space to V,
and V ⊂ H ⊂ V ′ .

Let functional Φ : V → (−∞,+∞] be a proper, i.e., dom(Φ) := {v ∈
V | Φ(v) < +∞} 6= ∅, convex and lower semicontinuous. Recall that the
subdifferential of functional Φ is a mapping ∂Φ : V → 2V

′
, defined as follows

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) > Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V,

and the domain of the subdifferential ∂Φ is the set D(∂Φ) := {v ∈ V | ∂Φ(v) 6=
∅}.

Let B : L2(0, T ;H) → L2(0, T ;H) be an type Volterra operator, i.e., for
almost every t ∈ (0, T ) and for any w1, w2 ∈ L2(0, T ;H) the following inequali-
ty holds:

|B(w1)(t)− B(w2)(t)| 6 L
t∫

0

|w1(s)− w2(s)| ds,

where L is a positive constant.
We consider the problem of finding a solution u : (0, T )→ V of the evoluti-

onary variational inequality (subdifferential inclusion)

u′(t) + ∂Φ
(
u(t)

)
+ B(u)(t) 3 f(t), t ∈ (0, T ), (1)

that satisfies the following condition

u(0) = u0, (2)

where f : (0, T )→ V ′, u0 ∈ H are given.
Under certain additional conditions on the data-in the existence and uni-

queness of the solution of problem (1), (2) are proved. Also the estimate of its
solution is obtained.
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Let n ∈ N and T > 0 be fixed numbers, Ω ⊂ Rn be a bounded domain
with the boundary ∂Ω, QT = Ω× (0, T ).

We consider the following problem

utt −M

(∫
Ω

|∇u(y, t)|2 dy

)
∆u+ h(x, t)|ut|q(x)−2ut+

+g(x, t)|u|p(x)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u|∂Ω×(0,T ) = 0, (2)

u|t=0 = u0, (3)

ut|t=0 = u1, (4)

where M ∈ C1([0,+∞)), inf
ξ∈[0,+∞)

M(ξ) > 0, h, g ∈ L∞(QT ), f ∈ L2(QT ),

u0, u1 ∈ L2(Ω), and p, q ∈ L∞(Ω).
Under additional conditions for data-in, we prove the existence and uni-

queness of the solution u : QT → R of problem (1)-(4). The function u belongs
to some generalized Lebesgue and Sobolev spaces.
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We consider the real cubic differential system of the form

ẋ = y + P2(x, y) + P3(x, y), ẏ = −x+Q2(x, y) +Q3(x, y), (1)

where Pj(x, y) and Qj(x, y) are homogeneous polynomials of degree j. The
origin O(0, 0) is a singular point of a center or a focus type for (1).

It is known that a singular point O(0, 0) is a center for system (1) if there
exists a diffeomorphism

F : U → V, F = {X = ϕ(x, y), Y = ψ(x, y)}, F (0, 0) = (0, 0), (2)

which brings system (1) to a system with the axis of symmetry. In particular,
if ϕ(x, y) and ψ(x, y) in (2) are rational functions

x =
a1X + b1Y

a3X + b3Y − 1
, y =

a2X + b2Y

a3X + b3Y − 1
, (3)

a1b2 − b1a2 6= 0, then we say that (1) is rationally reversible [1]. The center
conditions for cubic system (1) with two invariant straight lines were obtained
in [2] by using the method of rational reversibility.

In this paper we study the problem of the center for system (1) assuming
that the system has at least one invariant straight line

C +Ax+By = 0, A,B,C ∈ C, (A, B) 6= (0, 0)

being rationally reversible. We determine the center conditions for cubic system
(1) with one, two, three and four invariant straight lines. We prove that the
parameters aj , bj can be chosen so that the transformation (3) brings in some
neighborhood of O(0, 0) the system (1) to one equivalent with a polynomial
system

Ẋ = Y +M(X2, Y ), Ẏ = −X(1 +N(X2, Y )),

which has an axis of symmetry X = 0 and O(0, 0) is a center for (1).

[1] Cozma D. Integrability of cubic systems with invariant straight lines and invari-
ant conics. –Chişinău: Ştiinţa, 2013. –240 p.

[2] Cozma D. Darboux integrability and rational reversibility in cubic systems with
two invariant straight lines // E. J. of Diff. Equations. – 2013, 23. – P. 1–19.
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We consider the cubic system of differential equations

ẋ = y + ax2 + cxy + fy2 + kx3 +mx2y + pxy2 + ry3 ≡ P (x, y),

ẏ = −(x+ gx2 + dxy + by2 + sx3 + qx2y + nxy2 + ly3) ≡ Q(x, y),
(1)

where P (x, y), Q(x, y) ∈ R[x, y] are coprime polynomials. The origin O(0, 0)
is a singular point of a center or a focus type for (1).

It is known that a singular pointO(0, 0) is a center for system (1) if and only
if it has a holomorphic first integral of the form F (x, y) = C or a holomorphic
integrating factor of the form µ = 1 +

∑
µj(x, y) in some neighborhood of

O(0, 0).
We study the problem of distinguishing between a center and a focus for

system (1) assuming that the system has two invariant straight lines l1 ≡
1 + a1x− y = 0, l2 ≡ 1 + a2x− y = 0, a1, a2 ∈ C, a2− a1 6= 0, intersecting at
a real singular point (0, 1) and one irreducible invariant cubic curve Φ(x, y) ≡
x2 + y2 + a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3 = 0, where (a30, a21, a12, a03) 6=

0, a30, a21, a12, a03 ∈ R and a03 6= −1.
The conditions for the origin to be a center for cubic differential system

(1) having two invariant straight lines l1 = 0, l2 = 0 and one invariant cubic
Φ = 0 when a03 = −1 were obtained in [1].

In this paper we determine conditions under which the cubic system (1)
has a first integral (an integrating factor) of the form

lα1
1 lα2

2 Φα3 = C (µ = lα1
1 lα2

2 Φα3), αj ∈ C

which is a holomorphic function in some neighborhood of O(0, 0) and a singular
O(0, 0) point is a center.

[1] Cozma D., Dascalescu A. Integrability conditions for a class of cubic differential
systems with a bundle of two invariant straight lines and one invariant cubic
// Bull. Acad. Sci. of Moldova, Mathematics. – 2018. – 86, 1. – C. 120–138.

21



Yaroslav Drin’

The nonlocal problems for equations with
fractional derivative

Chernivtsi National University, Chernivtsi, Ukraine
E-mail: drin_yaroslav@i.ua

In [1] the fundamental solution G(x, t, γ, λ), t > 0, x ∈ Rn, λ, γ > 0, for
time- and space-fractional partial differential operator Dλ

t + a2(−∆x)γ/2, ∆x

– Laplace operator, is given in terms of the Fox’s H-function. Here the time-
fractional derivative in the sense of generalized function. When λ = 1, γ = 1

for the first time G(x, t, 1, 1) = Γ(n+1
2

)π−
n+1

2 ·a2t((a2t)2 + |x|2)−
n+1

2 is defines
in [2, p. 93]. When λ ∈ (0, 1), γ = 2 two-point problem is studied in [3]. The
regularized fractional derivatives is defined in [4].

For a quasilinear pseudodifferential equation with fractional derivative by
time variable t with order λ ∈ (0, 1), the second derivative by space variable
x and the argument deviation with the help of the step method we prove the
solvability of the boundary problem with two unknown functions [5].

In this paper we study the solvability of the boundary problem by variable t
for equation of fractal diffusion with argument deviation with fractal derivative
with respect to time t of order λ ∈ (0, 1), fractional derivative with respect to
spatial argument x with order γ ∈ (0, 2) using the method defined in [3, 5].

[1] Jun-Sheng Duan. Time-and space-fractional partial differential equations //
Journal of mathematical physics, 46, 013504 (2005).

[2] Drin’ Y.M. The Cauchy problem for some classes of parabolic pseudodifferential
equations // Cand-diss, Institute of Mathematics NAS Ukraine, Kyiv, 1979. –
115 p.

[3] M.I. Matijchuk. Parabolic and alliptic problems in Dene spaces // Journal of
mathematical physics, Chernivtsi, 2010, 248 p.

[4] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic Methods in the Theory
of Differential and Pseudo-Differential Equations of Parabolic Type (2004)
ISBN 3-7643-7115-3.

[5] Drin I., Drin S., Drin Y. The boundary problem by variable t for equation of
fractal diffusion with argument deviation // Науковi записки НаУКМА. –
2017. – Т. 201. – C. 5–7.
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In the communication, we consider the nonlinear boundary value problem

dx

dt
=

m∑
k=1

ϕk(t)

∫ T

0

ψk(τ)x(τ)dτ + f(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (1)

g [x(0), x(T )] = 0, (2)

where the (n× n) matrices ϕk(t), ψk(τ), k = 1,m, are continuous on [0, T ],
f : [0, T ]×Rn → Rn is continuous.

The interval [0, T ] is divided into N parts by the points t0 = 0 < t1 <
... < tN = T . The values of solution to problem (1),(2) at the beginning
points of subintervals are introduced as additional parameters, λr, r = 1, N,
and the problem is reduced to an equivalent boundary value problem for the
system of integro-differential equations with parameters. We propose a numeri-
cal method based on construction and solving a system of nonlinear algebraic
equations with respect to introduced parameters: Q∗(λ) = 0, λ ∈ RnN . The
values of Q∗(λ) for some λ and its Jacobi matrix are determined by solving
special Cauchy problems for the system of integro-differential equations with
parameters [1], [2].

[1] D.S. Dzhumabaev. New general solutions to linear Fredholm integro-differential
equations and their applications on solving the boundary value problems //
Journal of Computational and Applied Mathematics. – 2018. – Том, 327. –
C. 79-108.

[2] D.S. Dzhumabaev. On one approach to solve the linear boundary value problems
for Fredholm integro-differential equations // Journal of Computational and
Applied Mathematics. – 2016. – Том, 294. – C. 342-357.
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We consider the nonlinear boundary value problem for the loaded differenti-
al equation

dx

dt
= f0(t, x) + f1(t, x(θ0), x(θ1), . . . , x(θm)), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn (1)

g[x(0), x(T )] = 0, (2)

where f0 : [0, T ] × Rn → Rn, f1 : [0, T ] × R(m+1)n → Rn are continuous
functions, θ0 = 0 < θ1 < . . . < θm = T.

In [1], a new concept of general solution is introduced to study and solve
a linear boundary value problem for a loaded differential equation.

In the present work, we extend the concept of new general solution to
the nonlinear loaded differential equation (1). A method of solving nonlinear
boundary value problem (1), (2) based on the new general solution is proposed.
The problem is reduced to a system of nonlinear algebraic equations which is
constructed by solving the Cauchy problems for nonlinear ordinary differential
equations. The elements of the Jacobi matrix of the system are determined by
solving the matrix Cauchy problems for linear ordinary differential equations.

[1] Dzhumabaev D.S. Computational methods of solving the boundary value
problems for the loaded differential and Fredholm integro-differential equations
// Math. Meth. Appl. Sci. 2018, 41, pp. 1439-1462.
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We consider the Dirichlet problem
−

n∑
i=1

Di(νi(x)|Diu|qi−2Diu) = F (x, u) in Ω, u = 0 on ∂Ω, (1)

where Ω is a bounded domain in Rn, ∂Ω is a boundary of Ω, n > 2, qi ∈
(1, n), νi : Ω → R, νi > 0 a.e. in Ω, νi ∈ L1

loc(Ω), νi−1/(qi−1) ∈ L1(Ω),
Di is a first order partial derivative with respect to xi, F : Ω × R → R is
a Carathéodory function. We introduce weighted anisotropic Sobolev space
◦
W 1,q(ν,Ω) connected with the sets q = {q1, . . . , qn}, ν = {ν1, . . . , νn} (see [1]).
Put

◦
T 1,q(ν,Ω) = {u : Ω → R, Tk(u) ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)}, where Tk is a standard

cut function of the level k > 0. We define q = n(
∑n
i=1 1/qi)

−1, and for every
m ∈ Rn, mi > 0, we set pm = n(

∑n
i=1(1 +mi)/(miqi)− 1)−1.

Definition. A T -solution of problem (1) is a function u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω):

(i) F (x, u) ∈ L1(Ω); (ii) νi|δiu|qi−2δiu ∈ L1(Ω); (iii) ∀w ∈ C1
0 (Ω) we have∫

Ω

{∑n
i=1 νi|δiu|

qi−2δiuDiw
}
dx =

∫
Ω
F (x, u)w dx. Here δiu is a "derivative"

of the function u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) (see [1]).

Theorem. Suppose the following conditions are satisfied: (i) for a.e. x ∈ Ω,
F (x, ·) is nonincreasing on R; (ii) for any s ∈ R, F (·, s) ∈ L1(Ω); (iii) ∃ m,σ ∈
Rn: mi > 1/(qi−1), 1/νi ∈ Lmi(Ω), σi > 0, 1/σi < 1−((qi−1)q)/(pm(q−1)),
νi ∈ Lσi(Ω), ∀ i ∈ {1, . . . , n}. Then there exists a T -solution of problem (1).

This result continues researches of [2], [3].

[1] Kovalevsky A.A., Gorban Yu.S.On T -solutions of degenerate anisotropic elliptic
variational inequalities with L1-data // Izv. Math. – 2011. – 75, №1. – P. 101–
160 (in Russian).

[2] Kovalevsky A.A., Gorban Yu.S. Solvability of degenerate anisotropic elliptic
second-order equations with L1-data // Electron. J. Differential Equations. –
2013. – №167. – P. 1–17.

[3] Gorban Yu.S. Existence of entropy solutions for nonlinear elliptic degenerate
anisotropic equations // Open Mathematics. – 2017. – 15. – P. 768–786.
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In the domain QT := {(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T} consider
an inverse problem for the heat equation

ut = a1(t)uxx + a2(t)uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT (1)

with initial condition

u(x, y, 0) = ϕ(x, y, 0), (x, y) ∈ D := [0, h]× [0, l], (2)

boundary conditions

u(0, y, t) = µ11(y, t), u(h, y, t) = µ12(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3)
uy(x, 0, t) = µ21(x, t), uy(x, l, t) = µ22(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ] (4)

and overdetermination conditions∫∫
D

u(x, y, t)dx dy = µ31(t), t ∈ (0, T ], (5)

∫∫
D

xu(x, y, t)dx dy = µ32(t), t ∈ (0, T ] (6)

with unknowns (a1(t), a2(t), u(x, y, t)). We suppose that ai(t) > 0, t ∈ (0, T ],
and ai(t) = ai0(t)tβi as t→ 0, βi > 1, i ∈ {1, 2}.

We establish existence and uniqueness of classical solution of the problem
(1)–(6).
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Consider the periodic problem for the third order partial differential equati-
on on Ω = [0, ω]× [0, T ]

∂3u

∂x∂t2
= a0(x, t)

∂2u

∂x∂t
+ a1(x, t)

∂u

∂x
+ a2(x, t)

∂2u

∂t2
+

+a3(x, t)
∂u

∂t
+ a4(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

u(0, t) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ [0, ω], (3)

∂u(x, 0)

∂t
=
∂u(x, T )

∂t
, x ∈ [0, ω] (4)

where functions f(x, t), ai(x, t), i = 0, 4 are continuous on Ω, function ψ(t) is
continuous and continuously differentiable on [0, T ] and satisfies the compati-
bility condition: ψ(0) = ψ(T ), ψ̇(0) = ψ̇(T ).

A continuous on Ω function u(x, t) which has continuous derivatives
∂u(x, t)

∂x
,

∂u(x, t)

∂t
,
∂2u(x, t)

∂x∂t
,
∂3u(x, t)

∂x∂t2
and satisfies differential equation (1) and boundary

conditions (2)-(4) is called a classical solution to problem (1)-(4).
In present communication we apply Euler’s modification method [1] for

solving the periodic problem (1)-(4). Based on a special transformation of an
unknown function, the third order partial differential equation reduces to a
system of two hyperbolic equations with mixed derivatives. Estimates of the
convergence of the Euler’s modification method to the solution of the periodic
problem (1)-(4) are obtained.

[1] S.S. Kabdrakhova Convergence of Euler’s modification method for solving the
semi-periodical boundary value problem for once equation in the third order
//Mathematical Zhournal 2012. Vol. 12. №4(46), P. 80-94.
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We discuss properties of function spaces induced by the inner product
Sobolev spaces Hs(Ω) over a bounded Euclidean domain Ω and by a properly
elliptic linear differential operator A on Ω. The domain Ω and the coefficients
of A are of class C∞. These spaces Hs

A,λ(Ω), with s, λ ∈ R, consist of all
distributions u ∈ Hs(Ω) such that Au ∈ Hλ(Ω) and are endowed with the
corresponding graph norm. We call Hs

A,λ(Ω) the Sobolev-like space induced
by A. It has the following properties [1]:

Theorem 1 Let s, λ ∈ R, and let 2q be the even order of A. Then:

(i) The space Hs
A,λ(Ω) is Hilbert and separable.

(ii) The equality of linear spaces Hs
A,λ(Ω) and Hs(Ω) holds if and only if λ ≤

s− 2q. If λ ≤ s− 2q, the norms in these spaces are equivalent.

(iii) The set C∞(Ω) is dense in Hs
A,λ(Ω).

(iv) If s ≤ 1/2 and λ ≤ 1/2 − 2q, then the set {u ∈ C∞(Ω) : suppu ⊂ Ω} is
dense in Hs

A,λ(Ω).

Theorem 2 Suppose that s0, s1, λ0, λ1, and θ are real numbers satisfying the
inequalities λ0 ≥ s0−2q, λ1 ≥ s1−2q, and 0 < θ < 1. Put s := (1−θ)s0 +θs1

and λ := (1−θ)λ0 +θλ1. Then Hs
A,λ(Ω) coincides (up to equivalence of norms)

with the Hilbert space obtained by the complex interpolation between Hs0
A,λ0

(Ω)
and Hs1

A,λ1
(Ω) with the parameter θ.

We also discuss an application of the spaces Hs
A,λ(Ω) to general elliptic

boundary-value problems.

[1] Kasirenko T., Mikhailets V., Murach A. Sobolev-like Hilbert spaces induced by
elliptic operators // arXiv:1805.08528.
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The discussion will be devoted to a stochastic Dean-Kawasaki equation

∂tρ(x, t) = ∇ ·
[
ρ(x, t)

∫
∇V (x− y)ρ(y, t)dy

]
+
α

2
∆ρ(x, t) +∇ · (

√
ρ(x, t)Ẇt),

(1)

for density distribution of interacting Brownian particles in the Langevin
dynamic [1, 2], where V is an interaction potential and Ẇ denotes the space
time white noise. Equation (1) appears in macroscopic fluctuation theory and
glass dynamic models and rigorous results on existence and uniqueness exist
so far only for its appropriate regularisations.

In the talk we will discuss equation (1) for the simplest case V = 0, where
Brownian particles non-interact. First, we show that the Laplace transformati-
on of its solutions solve a viscous Hamilton-Jacobi equation. Then, using this
duality, we prove that (1) admits solutions only for a discrete spectrum of
parameters α and atomic initial distributions.

Theorem 3 ([3]) Solutions to (1) for V = 0 exist if and only if α = n ∈ N
and ρ(·, 0) = 1

n

∑n
i=1 δx0

i
. In case of existence, the solution is, uniquely in law,

given by the empirical distribution ρ(·, t) = 1
n

∑n
i=1 δwi(nt), where wi are n

independent Brownian motions starting from x0
i .

The talk is based on joint work with M. von Renesse and T. Lehmann.

Acknowledgement. The research was supported by Alexander von Humboldt
Foundation.

[1] Dean D. S. Langevin equation for the density of a system of interacting Langevin
processes // J. Phys. A. – 1996. – 29, no. 24. – P. 613–617.

[2] Kawasaki K. Stochastic model of slow dynamics in supercooled liquids and dense
colloidal suspensions // Physica A: Statistical Mechanics and its Applications. –
1994. – 208, no. 1. – P. 35–64.

[3] Lehmann T., Konarovskyi V., von Renesse, M., Dean-Kawasaki Dynamics: Ill-
posedness vs. Triviality // arXiv:1806.05018. – 2018. – p.10.
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We discuss applications of Hörmander inner product spaces to general initial-
boundary-value problem for systems parabolic in Petrovskii’s sense with trivial (zero)
initial Cauchy data [1]. These spaces are parametrized with a pair of real numbers
s, s/(2b) and a Borel measurable function ϕ : [1,∞) → (0,∞) that varies slowly at
infinity in the sense of Karamata. The Hörmander space Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) consists
of all tempered distributions w on Rn+1 such that∫

Rn+1

(
1 + |ξ|2 + |η|1/b

)s
ϕ2
(
(1 + |ξ|2 + |η|1/b)1/2

)
|ŵ(ξ, η)|2 dξdη <∞.

Here ŵ is the Fourier transform of w, whereas ξ ∈ Rn and η ∈ R are the frequency
variables dual to the spacial and time variables, respectively. If Ω is a Euclidean
domain in Rn+1, then the Hilbert space Hs,s/(2b);ϕ(Ω) consists by definition of the
restrictions of all distributions w ∈
∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) to Ω.

We consider a general initial-boundary-value problem for systems parabolic in
Petrovskii’s sense with trivial initial Cauchy data in a bounded cylinder Ω in Rn+1.
We proved that the operators corresponding to this problem are isomorphisms between
appropriate Hörmander spaces. We discuss applications of this theorem to investigati-
on of local regularity of generalized solutions of the problem.

[1] Los V. M. Systems Parabolic in Petrovskii’s Sense in Hörmander Spaces //
Ukrainian Mathematical Journal. – 2017. – 69, no. 3. – P. 426 – 443.
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Lattice differential equations arise in many applied subjects, such as chemical
reaction, image processing, material science, and biology. In the models of latti-
ce differential equations, the spatial structure has a discrete character, and lattice
dynamics have recently been extensively used to model biological problems since the
environment in which the species population lives may be discrete but not continuous.

In the work we offered model of immunosensor which is based on the system of
lattice differential equations with delay. The main result of the work is conditions
of local and global asymptotic stability for endemic state. For this purpose we have
used method of Lyapunov functionals. It combines general approach for construction
of Lyapunov functionals of predator-prey models with lattice differential equations.
As compared with stability conditions which are based on the basic reproduction
numbers it allows to estimate the values of delay admitting stability.

Numerical examples showed us influence on stability of different parameters.
Increasing time delay we transmit from stable node to limit cycle and finally to
chaotic behavior. Disbalance constant n ∈ (0, 1] also affects on stability characteri-
stics. Dicreasing n we narrow interval of asymptotic stability for delay τ . For some
values of parameters, we found numerically that the behavior of the system became
increasingly complicated as the time delay was increased. In this case, we found that
for small delay the system could have a stable steady solution. Then, as the time
delay was increased, the stable steady solution changed at a critical value of τ to a
stable limit cycle.

[1] Martsenyuk V., Klos-Witkowska A., Sverstiuk A. Stability, bifurcation and
transition to chaos in a model of immunosensor based on lattice differential
equations with delay // Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ. 2018, No. 27,
1-31. DOI: https://doi.org/10.14232/ejqtde.2018.1.27
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Equations on time scales are convenient mathematical models of those objects
whose evolution time can change their character: at first they are continuous (in
this case the model is described by an ordinary differential equation), then become
discrete (in this case the model is described by the difference equation). And besides
the difference step can also change: if it is fractal, then we deal with differential
equations on fractals. Such models arise, for instance, in biological populations where
the reproduction of individuals depends on seasonal changes.

A time scale T is an arbitrary non-empty closed subset of the numerical axis.
We define f∆(t) to be the number with the property that given any ε > 0 there

is a neighborhood
⋃

of t (i.e.
⋃

= (t − δ; t + δ) ∩ T for some δ > 0) such that
|f(σ(t))− f(s)− f∆(t)[δ(t)− s]| ≤ ε|δ(t)− s| for any s ∈

⋃
.

We call f∆(t) the derivative of function f at a point t.
The equation x∆(t) = g(t, x), where t ∈ T, is called the equation on the time

scales.
In our talk we consider the some property of differential equations on the time

scales, in particular the questions of the existence and uniqueness of the solution of
the Cauchy problem and stability.
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We recall the key ideas of Samoilenko’s numerical-analytic method and propose
new successive approximation techniques for the solvability analysis and approxi-
mate solution of rather general boundary value problems for non-linear systems of
differential equations with locally Lipschitzian non-linearities.

We study the non-local boundary value problem

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [a, b] ,

Φ(x) = d,

where −∞ < a < b < ∞, Φ : C([a, b] ,Rn) → Rn is a vector functional (possibly
non-linear), n ≥ 1, f : [a, b] × Rn → Rn is a function satisfying the Carathéodory
conditions in a certain bounded set D, d is a given vector and f ∈ Lip(K,D), i. e.,
the componentwise inequality

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K |u− v| ,

holds for all {u, v} ⊂ D and a. e. t ∈ [a, b], where K is a square matrix with non-
negative elements. By a solution of the problem, one means an absolutely continuous
function satisfying the differential system almost everywhere on [a, b] .

The analysis is constructive in the sense that it allows one to both study the
solvability of the problem and approximately construct its solutions by operating
with objects that are determined explicitly in finitely many steps of computation.
The practical application of the technique is explained on a numerical example.
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In this paper we study solutions to quasilinear parabolic equations model of which
is

∂u

∂t
−

n∑
i=1

(
umi−1uxi

)
xi

+
n∑
i=1

|uxi |
qi = 0, u ≥ 0, (1)

satisfying a initial condition

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω \ {0}, (2)

where Ω is a bounded domain in Rn, n ≥ 2, t ∈ (0, T ), 0 < T < +∞, 0 ∈ Ω.
We suppose that the exponents mi, qi i = 1, n satisfy the following condition

1−
2

n
< m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mn < m+

2

n
,m =

1

n

n∑
i=1

mi,

2 + nm

1 + n
≤ q < 2, max

0≤i≤n
qi < q

(
1 +

1

n

)
,

1

q
=

1

n

n∑
i=1

1

qi
.

We establish the pointwise estimates of solutions, depending on the relations
between the exponents mi and qi which guarantee that the point singularity is
removable. The main difficulty lies in the fact that part of mi < 1 (singular case),
and another part of mi > 1 (degenerate case). The proof of removability result is
based on the new a priori estimates of "large"type solutions. In particular, we obtain
the Keller-Osserman type estimate of the solution to the problem (1), (2).

This paper is supported by Ministry of Education and Science of Ukraine, grant
number is 0118U003138.
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Let n, m be some natural numbers; Rn be linear space of ordered collections of
n real numbers x = (x1, . . . , xn); M be a subset of the set {0, 1, . . . , m} such that
{0,m} ⊂M ; N be the number of n-dimensional multi-indexes α = (α1, . . . , αn) such
that |α| = α1 + . . . + αn ∈ M ; RN be the linear space of ordered collections of N
real numbers ξ = (ξ0̂ , . . . , ξα, . . .) ≡ (ξα : |α| ∈M).

Let Ω be a bounded domain in Rn, and ∂Ω be the boundary of Ω. Denote by
ν = (ν1, ..., νn) the unit outward pointing normal vector on ∂Ω. Set S := (−∞, 0],
Q := Ω× S, Σ := ∂Ω× S.

Consider the problem of finding a function u : Q → R satisfying (in some sense)
the equation

(b(x)u)t +
∑
|α|∈M

(−1)|α|Dαaα(x, t, δu) +

∫
Ω

c(x, y, t, u(y, t)) dy =

=
∑

|α|∈{0,m}
(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

and the boundary conditions

∂ju

∂νj

∣∣∣
Σ

= 0 , j = 0,m− 1, (2)

where aα : Q×RN → R (|α| ∈M), c : Ω×Ω×S×R→ R, fα : Q→ R (|α| ∈ {0,m})
are given functions which satisfy some conditions, b : Ω→ R is a measurable bounded
function, 0 < b(x) ≤ 1 for x ∈ Ω0 ⊂ Ω and b(x) = 0 for x ∈ Ω \Ω0, δu is the ordered
collection of derivatives Dαu ≡ ∂α1+...+αn

∂x
α1
1 ...∂x

αn
n

u of the function u for α, |α| ∈M .

Equation (1) is parabolic in Ω0 × S and elliptic in (Ω\Ω0)× S.
Under certain additional conditions on the data-in the existence and uniqueness

of the weak solution of this problem are proved. Also the estimate of its solution is
obtained.
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Averaging method for the weak nonlinear hyperbolic equation with initial condi-
tions under small perturbation in resonance case is grounded in paper [1]. The object
of this paper is the Darboux problem [2] in the form

∂2u

∂τ∂x
= f(τ, x, uΛΘ, aΛ, ϕΘ), (τ, x) ∈ [0, L]× [0,M ], (1)

u(τ, 0) = µ(τ), τ ∈ [0, L], u(0, x) = ξ(x), x ∈ [0,M ], (2)
where (x(τ, ε), ϕ(τ, ε)) – the solution of multifrequency system of equations

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, ϕΘ). (3)

Here a ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0] is a small parameter, ε0 << 1, Λ =
(λ1, . . . , λp), Θ = (θ1, . . . , θq), λi, θj ∈ (0, 1), aλi (τ) = a(λiτ), ϕθj (τ) = ϕ(θjτ),
uλiθj = u(λiτ, θjτ).

The solution of system of equations (3) satisfies the conditions
r∑
ν=0

bνa(τν) = d1, 0 ≤ τ0 < τ1 < ... < τr ≤ L, d1 ∈ Rn, (4)

q∑
ν=1

L∫
0

Aν(τ, aΛ(τ))ϕ(Θντ)dτ = d2, d2 ∈ Rm. (5)

The system of equations (1), (3) averaged by the vector of fast variables ϕΘ ∈
Tmq . In particular, the averaged equation (3) takes the form ∂2u

∂τ∂x
= f0(τ, x, uΛΘ, aΛ).

Existence and uniqueness of solution of the averaged problem and the problem
(1) – (3) are proved. Conditions, under which the assessment

|u(τ, x, ε)− u(τ, x)|+ ||a(τ, ε)− a(τ)|| ≤ cεα, α = (mq)−1

for all ε ∈ (0, ε0], (τ, x) ∈ [0, L]× [0,M ] is true, were found.

[1] Bihun Ya., Skutar I. An averaging in a multifrequency system with ordinary and
partial derivatives and linearly transformed arguments // Scientific Herald of
Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University. Series: Mathematics. – 2012. –
Vol.2, No 2-3. – p.19–24.

[2] Cz lapinski N.. Hyporbolic Functional Differential Equations. – Gdańsk:
Wydawnictwo Uniwersytetu Gdańskiego, 1999. – 102 p.
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The asymptotic behavior of a discrete evolution process

un+1 = Aun, u0 given, A ∈ C d×d, (1)

is governed by the spectrum σ(A) of the matrix A. The process is asymptotically
stable for n→∞ if σ(A) is contained in the complex unit disc and if all eigenvalues λ
of A with |λ| = 1 are simple. On the other hand, it is well known that if A is not
normal, the transient behavior of solutions un to (1) cannot properly described by
σ(A), because even in the asymptotically stable case solutions may strongly grow in
norm ‖ · ‖2 over a finite range if ‖A‖2 > 1. Therefore it is of interest to find another,
‘natural’ norm ‖ · ‖ for which ‖A‖ ≤ 1 holds true.

Here we consider a special class of non-normal matrices, namely companion matri-
ces of dimension d = 2,

A =

(
0 1
−a0 −a1

)
=

(
0 1

−λ1 λ2 λ1 + λ2

)
, σ(A) = {λ1, λ2}. (2)

Even for this apparently simple case the question formulated above appears to be
nontrivial. In [1] (and references therein), a norm ‖ · ‖ 6= ‖ · ‖2 (depending on σ(A)) is
found such that ‖A‖ ≤ 1 for arbitrary matrices of the form (1) with stable spectrum.
We stress that this construction is uniformly valid for arbitrary λ1, λ2 including the
confluent, non-diagonalizable case λ1 = λ2.

The main purpose of this talk is to discuss the technicalities of this constructi-
on. We point out that, for higher dimensional problems, such an explicit symbolic
construction appears to be impossible in general. (A tentative numerical approach is
proposed in [1].)

[1] W. Auzinger, R. Stolyarchuk: A topic in the stability analysis associated with
companion matrices. Matematychni Studii 46(2), 115–120, 2016.
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We consider the real quartic system of differential equations

ẋ =

4∑
j=0

pj(x, y) ≡ p (x, y) , ẏ =

4∑
j=0

qj(x, y) ≡ q (x, y) , (1)

where pj(x, y), qj(x, y) are homogeneous polynomials of degree j.
Suppose that the right-hand sides of (1) do not have the common divisors of

degree greatest than 0, i.e. gcd(p, q) = 1, and yp4(x, y)−xq4(x, y) 6≡ 0, i.e. at infinity
the system (1) has at most five distinct singular points.

The homogeneous system associated to the system (1) has the form

ẋ =
4∑
j=0

pj(x, y)Z4−j ≡ P (x, y, Z) , ẏ =
4∑
j=0

qj(x, y)Z4−j ≡ Q (x, y, Z) .

Denote X = P (x, y, Z) ∂
∂x

+Q (x, y, Z) ∂
∂y
.

We say that the line at infinity Z = 0 has algebraic multiplicity m+ 1 if m is the
greatest positive integer such that Zm divides
E∞ = P · X(Q)−Q · X(P ).

In this paper we show that in the class of quartic differential systems the maximal
algebraic multiplicity of the line at infinity is equal to ten.

Theorem. For quartic differential systems the algebraic multiplicity of the line at
infinity is at most ten. Any quartic system having the infinite line of the multiplicity
10 via affine transformations and time rescaling can be written in the form

ẋ = −x, ẏ = x4 + 3y. (2)

For homogenized system of (2), i.e. ẋ = −xZ3, ẏ = x4 + 3yZ3, we have E∞ =
−12xyZ9, i.e. Z = 0 has multiplicity 10.

[1] C. Christopher, J. Llibre and J.V. Pereira. Multiplicity of invariant algebraic
curves in polynomial vector fields // Pacific J. of Math. 329 (2007), no. 1,
63–117.
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Consider a linear two-point boundary value problem

dx

dt
= A(t)x+ f(t), x ∈ Rn, t ∈ (0, T ), (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, (2)
where A(t) and f(t) are continuous on [0, T ], B and C are the given (n×n) matrices,

d is a given n vector, ‖x‖ = max
i=1:n

|xi|, and ‖A(t)‖ = max
i=1:n

n∑
j=1
|aij(t)| ≤ α, α = const.

Solution to problem (1), (2) is a function x∗(t) ∈ C([0, T ],Rn), continuously di-
fferentiable on (0, T ) and satisfying the differential equation (1) and boundary condi-
tion (2), when C([0, T ],Rn) – the space of continuous functions x : [0, T ]→ Rn with
the norm ‖x‖0 = max

t∈[0,T ]
‖x(t)‖.

Present article offers an other family of algorithms of the parametrization method
[1]. Here in each algorithm’s step also consists of two items. The difference of offering
algorithms is in item b), where the unknown functions are to be computed by the
recurrent formula. The convergence conditions for the algorithms are obtained. The
necessary and sufficient coefficient conditions for the well-posedness of considered
problem are established.

[1] Dzhumabayev D.S. Criteria for the unique solvability of a linear boundary-value
problem for an ordinary differential equatio // U.S.S.R. Comput. Math. Math.
Phys. – 1989. – 29, 1. – C. 34-46.
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Let the system of stochastic differential equations of Itô be given
ẋk = Xk(t, x) + σkj(t, x)ξ̇j , (k = 1, n; j = 1,m). (1)

It is required to reduce the system of equations (1) to the equivalent equations of the
Hamiltonian structure. Hereξj = ξj0 +

∫
cj(y)P 0(t, dy), where ξj0 is a Wiener process;

P 0 is a Poisson process.
To solve this problem, we will use the Liouville method [3]. Namely, we introduce

auxiliary variables yi, i = 1, n and define the Hamilton function of the extended
system as

H(t, x, y) = −Xi(t, x)yi. (2)
Then the corresponding equations of motion of the extended system are written in
the form 

dyi

dt
=
∂H

∂xi
, (3a)

dxi

dt
= −

∂H

∂yi
+ σij(t, x, )ξ̇

j , (i = 1, n), (3b)
(3)

where the equations (3b) coincide with the original equations (1), and the equations
(3a) serve to determine the auxiliary variables yi, i = 1, n. Thus, it is fair

Теорема 1 Necessary and sufficient conditions for the representation Itô equation
(1) in the form of the equations of the canonical structure (3) is the representation
of the Hamilton function in the form of (2) with the help of additional variables
yi, i = 1, n that are determined from the equations (3a).

[1] Helmholtz G. On the physical meaning of the principle of least action // Vari-
ational principles of mechanics. M., –1959. Pp.430-459.

[2] Pugachev V.S., Sinitsyn, I.N. Stochastic differential systems. -M.,1990. -632 p.

[3] Appel P. Theoretical mechanics.. – M., 1960. – 487 p.
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Let Ω ⊂ Rn be a bounded domain such that ∂Ω ∈ C2. The following problem
for a quasilinear parabolic equation is considered in the cylindrical domain Q =
(0, T )× Ω, 0 < T <∞:

(|u|p−1u)t −∆p(u) = −b(t, x)|u|λ−1u λ > p > 0,

u =∞ on (0, T )× ∂Ω,

u =∞ on {0} × Ω,

(1)

Here b(t, x) (the absorption potential) is a continuous function in [0, T ]×Ω such that
the following conditions holds:

b(t, x) > 0 in [0, T )× Ω, b(t, x) = 0 on {T} × Ω, (2)

a1(t)g1(d(x)) ≤ b(t, x) ≤ a2(t)g2(d(x)) ∀ (t, x) ∈ [0, T )× Ω, (3)
where g1(s) ≤ g2(s) are arbitrary nondecreasing positive functions for all s > 0 and
a1(t) satisfies the following condition:

a1(t) ≥ c0 exp
(
−ω(T − t)−

1
p+µ

)
∀ t < T, c0, ω, µ = const > 0, (4)

In the paper [1] the precise estimate of a profile of an arbitrary large solution of
problem (1) has been obtained under the mentioned conditions (2)–(4).

This research was supported by the Project 0117U006353 from the Department
of Targeted Training of T. Shevchenko National University of Kyiv at the NAS of
Ukraine.

[1] A. Shishkov, Ye. Yevgenieva. Localized peaking regimes for quasilinear
parabolic equations // Mathematische Nachrichten – 2018. – 25 p. See also
https://arxiv.org/abs/1802.03717
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Consider the problem of construction of a control systems by given (n − s)-
dimensional program manifold Ω (t) ≡ ω(t, x) = 0, in the following form [1]:

ẋ = f (t, x)−B(t)ξ, ξ = ϕ (σ) , σ = PT (t)ω, t ∈ I = [0, ∞) , (1)

in a class of continuously-differentiable at times t and bounded on a norm matrices Ξ,
where x ∈ Rn is a state vector of the object, f ∈ Rn is a vector-function, satisfying
to conditions of existence of a solution x(t) = 0, B ∈ Ξn×r, P ∈ Ξs×r are matrices,
ω ∈ Rs(s ≤ n) is a vector, ξ ∈ Rr is a vector-function, satisfying to conditions of
local quadratic connection

ϕ(0) = 0 ∧ ϕT θ(σ −K−1ϕ) > 0, ∀ σ 6= 0, θ > 0 , K = KT > 0. (2)

This problem reduce to investigation of quality properties of the following system
with respect to vector-function ω [1, 2]:

ω̇ = −A(t)−H(t)B(t)ξ, ξ = ϕ (σ) , σ = PT (t)ω, t ∈ I = [0, ∞) . (3)

Here nonlinearity satisfies also to generalized conditions (2).

Теорема 1 Suppose that there exist matrices L = LT > 0, β > 0 and non-linear
function ϕ(σ) satisfies the conditions (2). Then, for the absolute stability of the
program manifold Ω (t) with respect to the vector function ω it is sufficient performing
of the following conditions −V̇ (t, ω) > 0 possessing the following properties

l1(‖ω‖2 ≤ V ≤ l2(‖ω‖2, g1(‖ω‖2 ≤ −V̇ ≤ g2(‖ω‖2, (4)

where l1, l2, g1, g2 are positive constants.

[1] Maygarin B.G. Stability and quality of process of nonlinear automatic control
system . –Alma-Ata: Nauka. – 1981. –316 p.

[2] Zhumatov S.S., Krementulo B.B., Maygarin B.G. Lyapunov’s second method in
the problems of stability and control by motion. – Almaty: Gylym. – 1999. –
228 p.
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Доповiдь присвячена властивостям розв’язкiв однорiдних елiптичних рiв-
нянь в розширенiй соболєвськiй шкалi [1]. Остання складається з гiльбертових
просторiв Хермандера Hϕ(Ω), де ϕ ∈ RO, а Ω — обмежена евклiдова область з
межею Γ ∈ C∞. Тут RO — клас усiх вимiрних за Борелем функцiй ϕ : [1,∞)→
(0,∞) таких, що c−1 ≤ ϕ(λt)/ϕ(t) ≤ c для довiльних t ≥ 1 i λ ∈ [1, a], де числа
a > 1 i c ≥ 1 не залежать вiд t i λ, але можуть залежати вiд ϕ. Нехай ϕ ∈ RO;
комплексний гiльбертiв простiр Hϕ(Rn) складається з усiх розподiлiв w ∈ S′(Rn)
таких, що ϕ(〈ξ〉)ŵ(ξ) ∈ L2(Rn, dξ), i надiлений нормою ‖ϕ(〈·〉)ŵ‖L2(Rn). Тут
〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2, а ŵ — перетворення Фур’є розподiлу w. Комплекснi простори
Hϕ(Ω) i Hϕ(Γ) означаються за простором Hϕ(Rn) у стандартний спосiб.

Розглянемо довiльну елiптичну крайову задачу (ЕКЗ), яка складається з
однорiдного елiптичного рiвняння Au = 0 в Ω парного порядку 2q i крайових
умов Bju = gj , де mj := ordBj < 2q i j = 1, . . . , q. Вирази A i Bj мають C∞-
коефiцiєнти. Покладемо C∞(Ω, A) := {u ∈ C∞(Ω) : Au = 0 в Ω} i Hϕ(Ω, A) :=
{u ∈ Hϕ(Ω) : Au = 0 в Ω}.

Теорема 1 Для кожного ϕ ∈ RO множина C∞(Ω, A) щiльна в Hϕ(Ω, A), а
вiдображення u 7→ (B1u, . . . , Bqu), де u ∈ C∞(Ω, A), продовжується єдиним
чином до обмеженого оператора на парi гiльбертових просторiв Hϕ(Ω, A) i⊕q
j=1H

ϕ%
−mj−1/2

(Γ). Цей оператор нетерiв; його ядро лежить в C∞(Ω) i ра-
зом з iндексом не залежить вiд ϕ. Тут %(t) := t при t ≥ 1.

Теорема 2 Нехай ϕ ∈ RO, а Γ0 6= ∅ є вiдкритою пiдмножиною межi Γ.
Припустимо, що розподiл u ∈ S′(Ω) є розв’язком розглянутої ЕКЗ, де χgj ∈
Hϕ%

−mj−1/2
(Γ) для усiх j ∈ {1, . . . , g} i χ ∈ C∞(Γ) з suppχ ⊂ Γ0. Тодi ηu ∈

Hϕ(Ω) для усiх η ∈ C∞(Ω) з supp η ⊂ Ω ∪ Γ0.

[1] Аноп А.В., Мурач О.О. Однорiднi елiптичнi рiвняння в розширенiй собо-
лєвськiй шкалi // Доповiдi НАН України. – 2018. – №3. – C. 3–11.
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В даннiй роботi встановлено новi умови експоненцiйної стiйкостi тривiально-
го тору [1] для класу розривних динамiчних систем на торi, якi формулюються в
термiнах властивостей правих частин системи не на всьому торi, а лише на мно-
жинi неблукаючих точок. В прямому добутку Tm ×Rn розглядається iмпульсна
система

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, x)x, (1)

4x|ϕ∈Γ = I(ϕ, x)x, (2)
де P обмежена i локально лiпшицева, a - глобально лiпшицева, I неперервна i
обмежена, Γ = {ϕ ∈ Tm | Φ(ϕ) = 0}, Φ ∈ C(Tm).

Cистема ϕ̇ = a(ϕ) породжує динамiчну систему ϕt(ϕ) на Tm, множину не-
блукаючих точок якої будемо позначати Ω.

Будемо вважати, що ∀ ϕ ∈ Tm iснують {ti(ϕ)}∞i=1 ⊂ (0,+∞) - коренi рiвняння
Φ(ϕt(ϕ)) = 0, причому

∃ θ > 0 ∀ ϕ ∈ Tm ∀ i ≥ 1 ti+1(ϕ)− ti(ϕ) ≥ θ. (3)

Покладемо

α = max
ϕ∈Γ
‖E + I(ϕ, 0)‖,

де E - одинична матриця.

Теорема 1 Нехай виконується умова (3) i

∀ ϕ ∈ Ω
1

θ
lnα+ λ(ϕ, 0) < 0. (4)

Тодi тривiальний тор системи (1),(2) експоненцiйно стiйкий.

[1] Самойленко А. М. Элементы математической теории многочастотных
колебаний. – M: Наука, 1987.
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В областi G := {x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm : 0 < xj < 1, j = 1,m} вивчається
задача

L
(
D2
)
y :=

∑
|β|≤n

aβD
2βy = f, x ∈ G, D2β :=

m∏
j=1

D2β1
xj

, (1)

`s,jy := D2s−1
xj

y|xj=0 + D2s−1
xj

y|xj=1 = 0, s = 1, n, j = 1,m, (2)

`n+s,jy := D2s−1
xj

y|xj=0 − D2s−1
xj

y|xj=1 + l1s,jy = 0, (3)

`1s,jy :=

rj∑
r=0

ms,j∑
q=0

bq,r,s,j D
q
xj
y
∣∣∣
xj=xr,j

, 0 = x0,j < ... < xrj ,j < 1, (4)

aβ ∈ R, bq,r,s,j ∈ R, |β| ≤ n, q = 0,ms,j , r = 0, rj , s = 1, n, j = 1,m.
Припущення P1 : bq,r,s,j = (−1)q bq,rj−r,s,j , xrj−r,j = 1− xr,j .
Припущення P2 : ms,j ≤ 2s− 1, s = 1, n, j = 1,m.
Припущення P3 : C‖t‖n ≤ |L(t)|, C > 0, t := (t1, t2, ..., tm), , tj ∈ R, ‖t‖2 =

t21 + t22 + ...+ t2m, j = 1,m.

Теорема 1 Нехай виконується припущення P1. Тодi оператор задачi (1)-(4)
має множину власних значень

σ = {λk ∈ R, λk :=
∑
|β|≤n

aβ

m∏
j=1

µ
βj
kj
, µkj = −π2k2

j , kj ∈ N0, j = 1,m}

та повну i мiнiмальну в L2(G) систему власних функцiй V.

Теорема 2 Нехай виконуються припущення P1 − P3. Тодi система функцiй
V є базою Рiсса у просторi L2(G) та , за умови µk 6= 0, k ∈ Nm0 , для будь-
якої функцiї f ∈ L2(G) iснує єдиний розв’язок задачi (1)-(4) у виглядi ряду за
системою V.
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При математичному моделюваннi процесiв в ядерних реакторах, транспорт-
них системах та iнших задачах зустрiчаються системи диференцiальних рiвнянь
iз лiнiйно перетвореними аргументами. Особливiсть таких систем при t ∈ [0, L]
в тому, що початковою множиною є точка {0}, а не деякий вiдрiзок [−∆, 0].

У роботi розглянуто багаточастотну систему вигляду

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ), (1)

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, ϕΘ), (2)

де τ ∈ [0, L], a ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Tm, m > 1, 0 < ε 6 ε0 � 1, Λ = (λ1, . . . , λr),
Θ = (θ1, . . . , θs), λi, θj ∈ (0; 1], aΛ = (aλ1

, ..., aλr ), aλi (τ) = a(λiτ), i = 1, r,
ϕΘ=(ϕθ1 ,. . ., ϕθs ), ϕθj (τ) = ϕ(θjτ), j = 1, s.

Системами (1), (2) описуються складнi коливнi процеси iз запiзненням. Ба-
гаточастотнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь дослiджено в [1], си-
стеми вигляду (1), (2) – в роботi [2]. Для спрощення цiєї системи застосовано
усереднення за швидкими змiнними ϕΘ, що приводить до значно простiшої си-
стеми вигляду

da

dτ
= X0(τ, aΛ), (3)

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, aΛ). (4)

Така процедура не завжди дає правильний результат через появу в процесi
еволюцiї резонансiв, умовою яких в точцi τ ∈ [0, L] є виконання рiвностi

s∑
ν=1

θν(kν , ω(θντ)) = 0, kν ∈ Rm, ‖k1 + ...+ ks‖ 6= 0.

Для уникнення захоплення в резонанс, яке полягає в тому, що система по-
чинає пiдтримувати резонансний стан, накладено додаткову умову: визначник
Вронського, побудований за системою функцiй

{
ω(θ1τ), . . . , ω(θsτ)

}
, вiдмiнний

вiд нуля при τ ∈ [0, L].
Розглянуто багатоточковi й iнтегральнi умови рiзних типiв, зокрема, n бага-

тоточкових i m iнтегральних умов як на вiдрiзку [0, L], так i на його частинах,
а також лiнiйну комбiнацiю таких умов.
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Встановлено iснування або iснування та єдинiсть розв’язку системи (1), (2)
iз заданими умовами. Також обґрунтовано метод усереднення й одержано асим-
птотичну оцiнку похибки вiдхилення розв’язкiв систем (1), (2) i (3), (4) з вiдпо-
вiдними умовами, порядок якої O(εα), α = (ms)−1. Якщо визначник Вронського
має iзольованi нулi, кратнiсть яких не перевищує q, то як i для випадку задачi з
початковими умовами [4], оцiнка похибки має порядок O(εβ), β = (ms+ q)−1.

Одержанi результати проiлюстровано на модельних задачах.

[1] Самойленко А.М., Петришин Р.I. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних
коливань. – Київ: Наукова думка, 2004. – 474 с.

[2] Бiгун Я.Й., Краснокутська I.В., Петришин Р.I. Усереднення в багаточасто-
тних системах iз лiнiйно перетвореними аргументами i багатоточкови-
ми та iнтегральними умовами // Буковинський математичний журнал –
2016. – 4, №3–4. – C. 30–35.

[3] Henderson Johnny and Luca Rodica Value Problems for Systems of Differenti-
al, Difference and Fractional Equation. – Kluwer, Dordrecht—Boston—London,
Netherlands,. – 2016. – 354 p.

[4] Петришин Р.I., Бiгун Я.Й. Про усереднення в системах iз лiнiйно перетво-
реним аргументом в резонансному випадку // Наук. вiсн. Чернiв. ун-ту:
Зб. наук. пр. Вип. 421.Математика. – 2008. – C. 84–89.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y′)f(y, y′), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi →]0,+∞[
— неперервнi функцiї, f : ∆Y0

× ∆Y1
→]0,+∞[ — неперервно диференцiйовна

функцiя, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — промiжок або [y0
i ;Yi[,

1 або ]Yi; y
0
i ], i = 0, 1. Крiм

того, вважається, що кожна з функцiй ϕi(z), є правильно змiнною функцiєю
при z → Yi (z ∈ ∆Yi ) порядку σi, σ0 + σ1 6= 1, σ1 6= 1, i = 0, 1, а функцiя f
задовольняє умову

lim
vk→Yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f∂vk (v0, v1)

f(v0, v1)
= 0,

рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j 6= k, k, j = 0, 1.

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо вiн
заданий на [t0, ω[⊂ [a, ω[ i для кожного
i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))
2

y′′(t) y(t)
= λ0.

У данiй роботi розглядається особливий клас Pω(Y0, Y1, λ0)-
розв’язкiв при λ0 ∈ {0,±∞}. У цьому випадку такi розв’язки або їх похiднi
першого порядку будуть повiльно змiнними функцiями при t ↑ ω, що ускладнює
дослiдження. Були отриманi необхiднi i достатнi умови iснування у рiвняння (1)
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв при λ0 ∈ {0,±∞}, а також асимптотичнi зображення
таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.

1При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо y0
i > 0 (y0

i < 0) вiдповiдно.
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Квазiстатичнi термопружнi поля в
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Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна
E-mail: blgs@ukr.net

Квазiстатичне поле напружень в симетричному двошаровому просторi, поро-
джене нестацiонарним температурним полем, опишуть вiдмiннi вiд тотожнього
нуля центральнi компоненти тензора напружень

σ11,j(r, t) = G0j

(duj
dr

+
(2αj + 1)µj

1− µj
uj

r
−m0jTj(t, r)

)
;

σ22,j(r, t) = G0j

[ µj

1− µj
duj

dr
+
(

1 +
2αjµj

1− µj

)uj
r
−m0jTj(t, r)

]
; (1)

σ33,j(r, t) = G0j

[ µj

1− µj
duj

dr
+
(

2αj +
µj

1− µj

)uj
r
−m0jTj(t, r)

]
; j = 1, 2.

При цьому радiальнi компоненти uj(r, t) вектора перемiщення повиннi бути
обмеженим на множинi I+

1 = {r : r ∈ (0, R1) ∪ (R1,+∞)} розв’язком сепаратної
системи диференцiальних рiвнянь Ейлера другого порядку [1]:

d2uj

dr2
+

2αj + 1

r

duj

dr
−

2αj + 1

r2
uj(r, t) = m0j

∂Tj(t, r)

∂r
; j = 1, 2 (2)

за умовами iдеального механiчного контакту{
[u1(r, t)− u2(r, t)]r=R1

= 0,
[σ11,1(r, t)− σ11,2(r, t)]|r=R1

= 0.
(3)

Розв’язок задачi (1) – (3), побудований методом гiбридного iнтегрального
перетворення типу Фур’є-Бесселя на кусково-однорiднiй осi, має вигляд

uj(r, t) =
2∑
k=1

Rk∫
Rk−1

M(α+1,α);jk(r, ρ)Tk(t, ρ)σkρ
2αk+1dρ, j = 1, 2. (4)

Проведено аналiз розв’язку для випадку двошарового осесиметричного про-
стору.

[1] Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. – М.: Физматгиз, 1959. –
468 с.
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Переможець отримує все в системi
фазових осциляторiв з адаптацiєю

1Iнститут математики, НАНУ, м. Київ, Україна
E-mail: burylko@yahoo.co.uk

2Iнститут математичних проблем бiологiї, РАН, м. Пущино, Росiя
E-mail: kazanovichyakov@gmail.com

3Унiверситет Плiмута, м. Плiмут, Великобританiя
E-mail: r.borisyuk@plymouth.ac.uk

Ми розглядаємо систему узагальнених фазових осциляторiв з центральним
елементом та радiальним зв’язком [1, 2]. На вiдмiну вiд звичайних фазових осци-
ляторiв Курамотiвського типу, динамiка змiнних у нашiй системi включає не
лише фази кожного з осциляторiв, а й власну частоту центрального осцилятора
та сили зв’язкiв вiд периферичних осциляторiв до центрального, що описуються
окремими рiвняннями. При вiдповiдних значеннях параметрiв система демон-
струє поведiнку переможець–отримує–все (ПОВ) в термiнах боротьби мiж пе-
риферичними осциляторами за синхронiзацiю з центральним елементом. Умови
для ПОВ режимiв описано для стацiонарних та нестацiонарних типiв динамiки
системи. Представлено бiфуркацiйний аналiз переходiв вiд стацiонарних до не-
стацiонарних ПОВ динамiк. Новий тип глобальної бiфуркацiї, який ми називаємо
ciдло–вузол на iнварiантному торi (saddle–node on invariant torus — SNIT), бу-
ло виявлено та детально описано. Комп’ютерне моделювання системи дозволяє
оптимально вибрати параметри для реалiзацiї режимiв переможець–отримує–
все. Всi результати є новими та важливими для моделювання когнiтивних фун-
кцiй.

[1] Kazanovich, Y., Borisyuk, R. Reaction times in visual search can be explained
by a simple model of neural synchronization // Neural Networks. – 2017 – 87. –
C. 1-7.

[2] Burylko, O., Kazanovich, Y., Borisyuk, R. Winner-take-all in a phase oscillator
system with adaptation // Scientific Reports. – 2018. – 8. – C. 416.
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УжНУ“, м. Ужгород, Україна
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Вивчається крайова задача

dx(t)

dt
= f

(
t, x(t),

dx(t)

dt

)
, t ∈ [a, b] ,

Φ(x) = d,

де Φ : C([a, b] , D) → Rn неперервний вектор функцiонал (можливо нелiнiйний),
f : [a, b] × D×D1 → Rn неперервна функцiя, яка задовольняє локальну умову
Лiпшиця в деякiй обмеженiй областi D × D1, (D ⊂ Rn буде конкретизована,
D1 ⊂ Rn задана область), d ∈ Rn заданий вектор, тобто

|f(t, u, v)− f(t, ũ, ṽ)| ≤ K1 |u− ũ|+K2 |v − ṽ| , для всiх {u, ũ} ⊂ D,
{v, v} ⊂ D1 i всiх фiксованих t ∈ [a, b] .

Припускаємо, що максимальне по модулю власне значення матрицьK2 i Q =
3(b−a)

10
K менше за одиницю

r(K2) < 1, r(Q) < 1, де K = [In −K2]−1 K1.

Наш пiдхiд конструктивний у тому розумiннi, що дозволяє встановити не
лише розв’язок крайової задачi, а i побудувати його наближення.

[1] Ronto A, Ronto М, Varha J.A new approach to non-local boundary value
problems for ordinary differential systems //Applied Mathematics and
Computation. – 2015. – 250. – P. 689-700.

[2] Варга Я.В. Про одну нелiнiйну iнтегральну крайову задачу // Наук. вiсник
Ужгород ун-ту. – 2016. – 28, номер.1– C. 17-27.
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Нелокальна за часом задача для
еволюцiйних сингулярних рiвнянь

нескiнченного порядку
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Чернiвцi, Україна
E-mail: g.verezhak@gmail.com

Встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом за-
дачi для еволюцiйних рiвнянь з оператором Бесселя нескiнченного порядку в
узагальнених просторах типу S та просторах типу S′ - просторах узагальнених
функцiй нескiнченного порядку типу ультрарозподiлiв.

Розглядаються простори Sbnak , якi будуються за послiдовностями вигляду
{bn = n!ρn, n ∈ Z+}, {ak = k!dk, k ∈ Z+}, де {ρn}, ρ0 = 1, – послiдов-
нiсть додатних чисел, яка володiє властивостями: а) вона монотонно спадна;
б) ∃cb > 0 ∃γ1 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : ρn−1/ρn ≤ cb · nγ1 ; в) lim

n→∞
n
√
ρn = 0; г)

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn ≥ cε · εn/nn. Послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+}, d0 = 1,
також володiє властивостями а)–г), при цьому умова б) має вигляд: ∃ca > 0
∃γ2 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : dk−1/dk ≤ ca · kγ2 . Вважаємо також, що параметри γ1, γ2 в
умовi б) для послiдовностей {ρn} та {dk} пов’язанi умовою д): γ1 + γ2 = θ ≤ 1.

Символом Sbnak позначимо сукупнiсть функцiй ϕ ∈ C∞(R), якi задовольняють
умову

∃ c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R : |xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnakbn.

Символом
◦
S
bn
ak позначимо сукупнiсть усiх парних функцiй з простору Sbnak . Цей

простiр з вiдповiдною топологiєю називатимемо основним простором або уза-

гальненим простором типу
◦
S, а його елементи – основними функцiями.

Розглянемо еволюцiйне рiвняння
∂u

dt
= Aϕu, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ ΠT , (1)

де Aϕ = F−1
Bν

[ϕFBν ], функцiя ϕ – символ оператора Aϕ є мультиплiкатором у

просторi
◦
S
an
bk

. За цiєї умови оператор Aϕ є лiнiйним i неперервним у просторi
◦
S
bn
ak . У працi [1] з’ясовано, що оператор Aϕ можна розумiти як оператор Бесселя

"нескiнченного порядку" у просторi
◦
S
bn
ak вигляду

(Aϕψ)(x) =
∞∑
k=0

c2k(−1)kBkνψ(x), ϕ(σ) =
∞∑
k=0

c2kσ
2k, ∀ψ ∈

◦
S
bn
ak
.

При цьому вважаємо, що функцiя ϕ – символ оператора Aϕ, належить до класу
◦
P
bn
bk

, який складається з функцiй, якi задовольняють умови: 1) ϕ – мультиплi-

катор у просторi
◦
S
bn
bk

, 2) eϕ ∈
◦
S
bn
bk

(умови 1), 2) є певними аналогами умови
"параболiчностi"для еволюцiйних рiвнянь з частинними похiдними).
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Для рiвняння (1) розглянемо нелокальну багатоточкову за часом задачу: зна-

йти розв’язок u ∈ C1

(
(0, T ],

◦
S
bn
bk

)
рiвняння (1), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, (2)

де f ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)′, тобто, в слабкому сенсi в просторi (

◦
S
bn
bk

)′,m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂
(0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ], 0 < t1 < ... < tm ≤ T– фiксованi числа, причому

µ >
m∑
k=1

µk.

Символом (
◦
S
bn
bk
, ∗)′ позначається клас узагальнених функцiй з (

◦
S
bn
bk

)′, якi є

згортувачами в просторi
◦
S
bn
bk

.

Теорема 1 Задача (1), (2) коректно розв’язна. Розв’язок дається формулою

u(t, x) = f ∗ G(t, x), (t, x) ∈ ΠT ,

де G = F−1
Bν

[Q] , Q(t, σ) = exp{tϕ(σ)}
(
µ−

∑m
k=1 µk exp{tkϕ(σ)}

)−1
.

[1] Городецький В.В., Вережак Г.П. Узагальненi простори типу
◦
S. // Буко-

винський матем. журн. – 2017. Т. 5, № 1-2. С. 49-61.
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Рацiонально-факторизованi потоки Лакса
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1 IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАНУ, Львiв, Україна
E-mail: ohen@ukr.net

2 Кракiвська полiтехнiка iм. Тадеуша Костюшко, Кракiв, Польща
E-mail: pryk.anat@cybergal.com

На спряженому просторi G∗ ' G центрального розширення 2-коциклом Мау-
рера-Картана операторної алгебри Лi G iз стандартним комутатором та iнварi-
антним скалярним добутком, яка розкладається у пряму суму двох пiдалгебр Лi
G+ i G−, розглядаються два потоки Лакса

dl/dt = [(∇γ(l))+, l − c∂/∂y], dl̃/dt = [(∇γ̃(l̃))+, l̃ − c∂/∂y], (1)

де l, l̃ ∈ G∗, нижнiй iндекс "+" позначає проекцiю оператора на G+, c ∈ C. Цi
потоки породжуються R-деформованою дужкою Лi-Пуассона {., .}R та функ-
цiоналами Казимира γ i γ̃ ∈ I(G∗) у точках l i l̃ ∈ G∗ вiдповiдно.

Доведено, що при перетвореннi Беклунда

(A,B)
P7→ (l = AB−1, l̃ = B−1(A− c∂B/∂y)), (2)

де A,B ∈ G+, G+ – група Лi з алгеброю Лi G+, яке задає рацiональну фактори-
зацiю елементiв l, l̃ ∈ G∗, система потокiв Лакса (1) на G∗ ⊕ G∗ еквiвалентна до
системи еволюцiйних рiвнянь на G+ ×G+:

dA/dt = (∇γ(l))+A−A(∇γ̃(l̃))+ + c(∂(∇γ(l))+/∂y)B,

dB/dt = (∇γ(l))+B −B(∇γ̃(l̃))+. (3)

Також показано, що система (3) є гамiльтоновою вiдносно дужки Пуассона {., .}L,
пов’язаної з оператором Пуассона L = (P ′)−1(Θ⊕ Θ̃)(P ′∗)−1, де Θ i Θ̃ – операто-
ри Пуассона, якi породжують дужку Пуассона {., .}R у точках l i l̃ ∈ G∗ вiдповiд-
но, P ′ – похiдна Фреше вiдображення P : (G+×G+)→ (G∗⊕G∗) з (2), P ′∗ – спря-
жений до неї оператор, та гамiльтонiаном γ(A,B) := γ(l)+ γ(l̃)|l=l(A,B), l̃=l̃(A,B).

За допомого системи (3) отримано апрiорi iнтегровнi гамiльтоновi (2+1)-
вимiрнi системи на функцiональних многовидах.
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Багато задач математичної фiзики можна подати у виглядi задачi Кошi для
еволюцiйного рiвняння гiперболiчного типу

u′′(t) + tγAu(t) = 0, t ∈ [0, T ], u(0) = f, u′(0) = g,

де A – невiд’ємний самоспряжений оператор зi щiльною областю визначення
в сепарабельному гiльбертовому просторi, γ ≥ 0 – фiксований параметр. У
працях А.В. Бабина методом вагового наближення функцiй на пiвосi одержа-
но зображення розв’язку зазначеної задачi (у випадку γ = 0, g = 0) у виглядi
u(t) = lim

n→∞
Pn(t, A)f , де Pn(t, λ) – полiном степеня n змiнної λ при фiксовано-

му t. У припущеннi, що f належить до областi визначення оператора ch(R
√
A),

R > 0, за шуканi полiноми беруться полiноми, якi наближують на пiвосi (0,+∞)

функцiю cos(t
√
λ), λ ≥ 0, з вагою ch(R

√
λ), λ ≥ 0, R > 0. У працi [1] полiноми

Pn будуються за допомогою наближення функцiй на пiвосi частинними сумами
їхнiх рядiв Фур’є, побудованими за ортогональними многочленами Лагерра, що
утворюють ортонормований базис у просторi L2((0,∞), λα exp(−µλ)), де α > −1,
µ > 0 – числа, залежнi вiд початкового елемента f . У цiй роботi знайдена оцiнка
збiжностi sup

t∈[0,T ]
‖u(t)− Pn(t, A)f‖ у випадку, коли f належить до класу Жевре

G{β}(A), 1 < β ≤ 2 (G{1}(A) = Ha), пов’язаного з оператором A. Одночасно дає-
ться характеристика класу Жевре G{β}(A), 1 < β ≤ 2, з точки зору наближення
розв’язку u(t) вказаної задачi Кошi функцiями вигляду Pn(t, A)f ≡ un(t).

[1] Городецкий В.В., Горбачук М.Л. О полиномиальном приближении решений
дифференциально-операторных уравнений в гильбертовом пространстве
// Укр. мат. журн. – 1984. – 36, 4. – C. 500–502.
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Серед двовимiрних алгебр другого рангу з одиницею e над полем компле-
ксних чисел C знайдено (єдину) алгебру B0 = {c1e + c2ω :
ck ∈ C, k = 1, 2}, ω2 = e, що мiстить базиси (e1, e2), такi, що
Lp(e1, e2) := e41 + 2pe21e

2
2 + e42 = 0 для кожного фiксованого p > 1.

Здiйснено опис множини Bp := {(e1, e2)} у явном виглядi.
Побудовано B0-значнi “аналiтичнi” функцiї Φ: {ζ = xe1+ye2 : x, y ∈ R, (e1, e2) ∈

Bp, e1 = e} −→ B0, такi, що(
∂4

∂x4
+ 2p

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
Φ(ζ) = Lp(e1, e2)Φ(4)(ζ) ≡ 0,

де R є множиною дiйсних чисел, Φ(4) — вiдповiдна похiдна четвертого порядку
для функцiї Φ.

Дiйснозначнi компоненти Uk, k = 1, 4, функцiї Φ(ζ) =
= U1(x, y) e1 +U2(x, y) ie1 +U3(x, y) e2 +U4(x, y) ie2 задовольняють рiвняння для
знаходження функцiї напружень u у випадку плоских ортотропних деформацiй:
u(x, y) =

(
∂4

∂x4 + 2p ∂4

∂x2∂y2 + ∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0, де x, y — дiйснi змiннi. Знайде-

но клас узагальнених законiв Гука [2] (конкретнi випадки плоскої ортотропiї) у
явному виглядi, що вiдповiдає даному рiвнянню для знаходження функцiї на-
пружень u.

Робота частково пiдтримана грантом Мiнiстерства Освiти i Науки України
(проект № 0116U001528).

[1] Грищук С.В. Комутативнi комплекснi алгебри другого рангу з одиницею
та деякi випадки плоскої ортотропiї. I // Укр. мат. журн. – 2018. – 70,
№ 8. – C. 1058 – 1071 (у друцi).

[2] Лехницкий С. Г. Теория упругости анизотропного тела. — М.: Наука, 1977. —
416 c.
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Одним з важливих питань в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь є знахо-
дження умов збереження iнварiантних многовидiв при збуреннях [1]. Ця задача
тiсно пов’язана з властивостями певного виду систем лiнеаризованих по частинi
змiнних. Такi системи диференцiальних рiвнянь, на сьогоднi, прийнято називати
лiнiйним розширенням динамiчної системи на многовидах.

Об’єктом дослiдження є системи вигляду

dx

dt
= f (x) ,

dy

dt
= A (x) y, (1)

де x ∈ Rm, y ∈ Rn, f (x) = (f1 (x) , ..., fm (x))-вектор-функцiя визначена при всiх
x ∈ Rm, локально задовольняє умовi Лiпшица. До того ж, будемо припускати,
що вектор-функцiя f (x) задовольняє нерiвностi ‖f (x)‖ ≤ α1 ‖x‖ + α2 при всiх
x ∈ Rm з деякими невiд’ємними постiйними α1, α2. Простiр таких функцiй f (x)
коротко будемо позначати через CLip (Rm). Приведенi припущення дозволяють
стверджувати, що задача Кошi dx

dt
= f (x) , x|t=0 = x0 має єдиний розв’язок

x = x (t;x0) для кожного фiксованого x0 ∈ Rm i цей розв’язок визначений при
всiх t ∈ R. Матриця A (x) в системi (1) є квадратною n×n-вимiрною, елементами
якої є дiйснi скалярнi функцiї, визначенi, неперервнi i обмеженi на Rm.

Використовуючи метод знакозмiнних функцiй Ляпунова, для розширень ди-
намiчних систем на многообразиях вигляду (1) дослiджується питання їх регу-
лярностi [2].

[1] Yu. A. Mitropolsky, A.M. Samoilenko,V.L. Kulik, Dichotomies and Stability in
Nonautonomous Linear Systems Taylor & Francis, London – New York, 2003.

[2] Грод I.М., Кулик В.Л. , Конструкцiя функцiй ляпунова у виглядi пучкiв
квадратичних форм// Нелiнiйнi коливання.–2018. – 21, № 2. – C. 147 – 154.
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Нехай Ω – необмежена область в Rn (n ∈ N); ∂Ω – межа Ω, причому ∂Ω =
Γ0∪Γ1, Γ1∩Γ0 = ∅; ν = (ν1, ..., νn) – одиничний вектор зовнiшньої до ∂Ω нормалi;
Q := Ω × (0, T ), Σ0 := Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ), де T > 0 – довiльно задане
число.

Розглядаємо задачу: знайти функцiю u : Q→ R, яка задовольняє (в певному
сенсi) рiвняння

(b(x)u)t −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q , (1)

крайовi умови

u(x, t)
∣∣∣
(x,t)∈Σ0

= 0,
n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u) νi(x)
∣∣∣
(x,t)∈Σ1

= 0 (2)

та початкову умову

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω0, (3)

де b : Ω → R – вимiрна локально обмежена функцiя така, що b(x) ≥ 0 для
майже всiх x ∈ Ω, Ω0 := {x ∈ Ω | b(x) > 0}, aj : Q×Rn+1 → R (j = 0, n), f : Q→
R, u0 : Ω→ R – заданi дiйснозначнi функцiї.

Розглядаємо випадок, коли рiвняння (1) – анiзотропне, причому показники
нелiнiйностi – змiннi, наприклад, воно має вигляд

(b(x)u)t −
n∑
i=1

(
|uxi |pi(x)−2uxi

)
xi

+ |u|p0(x)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q.

Зробивши додатковi припущення на вихiднi данi, доводимо iснування та єди-
нiсть узагальненого розв’язку задачi (1)-(3) без обмежень на нескiнченностi. При
цьому використовуємо теорiю узагальнених просторiв Лебега та Соболєва.
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Сагайданого, Львiв, Україна
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2 Нацiональний унiверситет ” Львiвська полiтехнiка ”, Львiв, Україна
E-mail: brodyakoksana1976@gmail.com

В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T}, де h = h(t),
h(t) > 0, 0 < t < T – невiдома функцiя, розглядається обернена задача ви-
значення коефiцiєнтiв a = a(t), a(t) > 0, b = b(t), t ∈ [0, T ] у рiвняннi

ψ(t)ut = a(t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ h(0), (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T (3)

та умовами перевизначення

a(t)ux(0, t) = µ3(t), 0 ≤ t ≤ T, (4)

h(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), 0 ≤ t ≤ T, (5)

h(t)∫
0

xu(x, t)dx = µ5(t), 0 ≤ t ≤ T. (6)

Вiдомо, що ψ = ψ(t) – монотонно зростаюча функцiя така, що
ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ] та ψ(0) = 0. Встановлено умови iснування та єдиностi класи-

чного розв’язку задачi (1)-(6) у випадку слабкого виродження, коли lim
t→+0

t∫
0

dτ

ψ(τ)
=

0.
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Нехай (Ω,F , P ) повний ймовiрнiсний простiр. Ми розглядаємо наступне рiв-
няння

∂u

∂t
(t, x) = Du(t, x) + f(x, u(t, x)) + σ(x, u(t, x))Ẇ (t, x). (1)

Тут

• D елiптичний оператор у необмеженiй областi iз Rd.

• u(t, ·) ∈ H, гiльбертiв простiр функцiй, тобто

H = L2
ρ(Rd) := {u(x)|

∫
Rd
|u|2ρdx <∞}

з ρ ∈ L1(Rd) ρ ≥ 0 (типово полiномiально чи експоненцiально затухаюча).

• W = W (t, ·) ∈ H вiнеровський процес, представлений як

W (t, x) :=
∞∑
k=1

√
akWk(t)ek(x),

де Wk(t) незалежнi скалярнi вiнеровськi процеси, ek ортонормований базис
в H, такий, що supk ‖ek‖L∞(Rd) <∞.

• a :=
∑∞
k=1 ak <∞ –ядерна норма W .

Ми вивчаємо асимптотичну поведiнку розв’язкiв (1). Наша цiль:

• знайти розв’язки, що є стацiонарними процесами;

• вивчити ергодичнi властивостi рiвняння.
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Розглянуто систему Лотки–Вольтерра з дифузiєю

∂u

∂t
= µ1∆u+ u (a1(t, x)− b1(t, x)u− c1(t, x)v) ,

∂v

∂t
= µ2∆v + v (a2(t, x)− b2(t, x)u− c2(t, x)v) ,

x ∈ Ω ⊂ Rn, t 6= τk(u(t, .), v(t, .)), крайовими умовами Неймана

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0

та iмпульсною дiєю в нефiксованi моменти часу

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk(u(t, .), v(t, .)) = θk + rk

∫
Ω

(u2(ξ) + v2(ξ))dξ, k ∈ Z.

Додатнозначнi обмеженi функцiї ai(t, x), bi(t, x) i ci(t, x) неперервно дифе-
ренцiйовнi по t ∈ R i x ∈ Ω та майже перiодичнi за Бором по t рiвномiр-
но по x ∈ Ω. Послiдовностi {d1k}, {d2k}, {q1k}, {q2k} та {rk} майже перiодичнi,
dik > −1, qik ≥ 0. Cтрого зростаюча послiдовнiсть дiйсних чисел {θk} має рiв-
номiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць {θk+j − θk}, j ∈ Z.

Встановлено умови iснування i асимптотичної стiйкостi строго додатних кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв системи.

[1] ДворникА.В., СтрукО.О., ТкаченкоВ. I. Майже перiодичнi розв’язки си-
стем Лотки–Вольтерра з дифузiєю та iмпульсною дiєю // Укр. мат.
журн. – 2018. – 70, № 2. – C. 177–192.

[2] ДворникА.В., ТкаченкоВ. I. Майже перiодичнi розв’язки систем Лотки–
Вольтерра з дифузiєю та нефiксованими моментами iмпульсної дiї //
Нелiн. колив. – 2018. – 21, № 3. – C. 305–322.
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В областi Π = {x, t : (x, t) ∈ (0, s(t)) × (0,+∞), s(0) = l}, розглянуто де-
який процес, еволюцiю якого в часi та просторi описано системою напiвлiнiйних
гiперболiчних рiвнянь першого порядку з похилими та ортогональними хара-
ктеристиками [1], з нелiнiйними початково-крайовими умовами, а рух невiдомої
межi визначено рiвнянням

s′(t) = F
(
t, s(t), y(s(t), t), u(2)(t)

)
, t ∈ R+.

Цiльовий функцiонал має вигляд

J =

+∞∫
0

G0(y(0, t), y(s(t), t), s(t), t)dt+

∫
Π

∫
G(y(x, t), x, s(t), t)dxdt.

Потрiбно дослiдити задачу

min
Vad

J(u(0), u(1), u(2), u(3)), (1)

де Vad - множина допустимих наборiв y, s, u(0), u(1), u(2), u(3), тобто для набору
керувань u(0), u(1), u(2), u(3), якi є в початкових та крайових умовах, iснує єдиний
глобальний розв’язок (y, s) вiдповiдної мiшаної задачi.

За допомогою пiдходу, запропонованого в [1,2] виведено необхiднi умови опти-
мальностi для сформульованої задачi.

[1] Андрусяк Р., Кирилич В., Пелюшкевич О. Глобальна розв’язнiсть мiшаної
задачi для виродженої гiперболiчної системи // Вiсн. Львiв. ун-ту. Серiя
мех.-мат. – 2011. – Випуск, 75. – C. 5-16.

[2] Derevianko T. O., Kyrylych V. M. Problem of optimal control for a semilinear
hyperbolic system of equations of the first order with infinite horizon planning
// Ukrainian Math. Jornal. – 2015. – V, 67. – №2. – P. 211-229.
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Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f
(
x, [y(x)], [y(x)]1

)
, x ∈ [a; b], (1)

y(p) (x) = ϕ(p) (x) , p = 0, 1, x ∈ [a∗; a] , y (b) = γ, (2)

де [y(x)] =
(
y
(
x − τ0(x)

)
, . . . , y

(
x − τn(x)

))
, [y(x)]1 =

(
y′
(
x − τ0(x)

)
, . . . , y′

(
x −

τn(x)
))

, запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i = 1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї,

визначенi на [a, b], ϕ (x) ∈ C1[a∗; a] – задана функцiя, γ ∈ R,

a∗ = min
0≤i<n

{
inf

x∈[a;b]
(x− τi (x))

}
.

Введемо множини точок, що визначаються запiзненнями τ1(x), . . . , τn(x):

Ei =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = a, j = 1, 2, . . .

}
, E =

n⋃
i=1

Ei.

Розв’язком крайової задачi (1)-(2) вважатимемо функцiю y = y (x), якщо
вона задовольняє рiвняння (1) на [a; b] (за можливим винятком точок множини
E) i крайовi умови (2).

У данiй роботi визначено функцiональний простiр, якому належать розв’яз-
ки розглянутих крайових задач, дослiджено властивостi гладкостi розв’язкiв у
залежностi вiд структури вiдхилень аргументу. Встановлено достатнi умови iсну-
вання розв’язку таких задач, побудовано та обґрунтовано iтерацiйнi схеми зна-
ходження розв’язку цих задач за допомогою апроксимацiї кубiчними сплайнами
дефекту два, дослiджено збiжнiсть iтерацiйного процесу [1].

[1] Cherevko I., Dorosh A. Existence and approximation of a solution of boundary
value problems for delay integro-differential equations // J. Numer. Anal.
Approx. Theory. – 2015. – 44, 2. – C. 154–165.
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Нехай T – додатне число, t – одновимiрна часова змiнна й x – n-вимiрна
просторова змiнна, яка складається з груп змiнних xj := (xj1, ...xjnj ) ∈ Rnj ,
j ∈ {1, 2, 3}, де n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ 0, n = n1 + n2 + n3.

Об’єктом дослiдження в цьому повiдомленнi є iнтеграл

u(t, x) :=

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ (0, T ]× Rn, (1)

який є об’ємним потенцiалом, породженим фундаментальним розв’язком задачi
Кошi G для виродженого ~2b-параболiчного рiвняння типу Колмогорова(

∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j−
n3∑
j=1

x2j∂x3j−
∑

‖k1‖≤2b

ak1
(t)∂k1

x1

)
u(t, x) = f(t, x), (2)

(t, x) ∈ Π(0,T ]. Тут позначено через b найменше спiльне кратне деяких чисел b1,

..., bn1 з N; ~2b := (2b1, ..., 2bn1 ); mj := b/bj , j ∈ {1, ..., n1}; ‖k1‖ :=
n1∑
j=1

mjk1j для

мультиiндекса k1 := (k11, ..., k1n1 ) ∈ Zn1
+ . Коефiцiєнти ak1

, k1 ∈ Zn1
+ , ‖k1‖ ≤ 2b,

є неперервними комплекснозначними функцiями на [0, T ] i такими, що диферен-
цiальний вираз ∂t−

∑
‖k1‖≤2b

ak1
(t)∂k1

x1 рiвномiрно ~2b-параболiчний на [0, T ]×Rn1 .

В [1] з’ясовувався зв’язок гельдерiвських властивостей i поведiнки при |x| →
∞ густини f i об’ємного потенцiалу u та його похiдних. Тепер уточнено гельде-
рiвськi показники, при яких зберiгається вiдповiдна гладкiсть функцiї (1).

[1] Дронь В.С., Iвасишен С.Д. Властивостi об’ємного потенцiалу для виро-
джених ~2b-параболiчних рiвнянь типу Колмогорова // Буков. мат. журн. –
2017. – 5, 1–2. – C. 80-86.
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В’ячеслав Євтухов, Анастасiя Дрожжина

Про асимптотику розв’язкiв неавтономних
диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв
Одеський нацiональний унiверситет iменi I.I.Мечникова, Одеса, Україна

E-mail: emden@farlep.net, Drozhzhina221b@gmail.com

Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) = f(t, y, y′, ..., y(n−1)), (1)

де n ≥ 2, f : [a, ω[×∆Y0
× ∆Y1

× · · · × ∆Yn−1
−→ R - неперервна функцiя,

−∞ < a < ω ≤ +∞, Yk дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Yk - деякий однобiчний
окiл Yk, k=0,1,. . . ,n-1.

Означення. Розв’язок y рiвняння (1), що визначений на промiжку [t0, ω[⊂
[a, ω[, називається Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)- резв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞,
якщо вiн задовольняє наступнi умови

y(k)(t) ∈ ∆Yk при t ∈ [t0, ω[, lim
t→ω

y(k)(t) = Yk (k = 0, 1, . . . , n− 1),

lim
t→ω

[y(n−1)(t)]
2

y(n−2)(t)y(n)(t)
= λ0.

При деяких умовах на функцiю f встановлюються ознаки iснування у рiвнян-
ня (1) Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)- розв’язкiв у випадках, коли λ0 ∈ R\

{
0, 1

2
, . . . , n−2

n−1

}
,

а також асимптотичнi при t ↑ ω зображення для таких розв’язкiв та їх похiдних
до порядку n− 1 включно.

Одержанi результати є узагальненням результатiв, що ранiше були отриманi
в роботах [1], [2].

[1] Eвтухов В.М., Клопот А.М. Асимптотическое поведение решений обыкно-
венных дифференциальных уравнений n-го порядка с правильно меняющи-
мися нелинейностями// Дифференц. уравнения. – 2014. –50, 5. C. 584-600.

[2] Евтухов В.М., Кусик Л.И. Асимптотические представления решений диф-
ференциальных уравнений второго порядка// Дифференц. уравнения. –
2013. – 49, 4. C. 424-438.
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Розв’язок iнтегро-диференцiальних
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Житомирський нацiональний агроекологiчний унiверситет,

м. Житомир, Україна
E-mail: vfz2008@ukr.net

У доповiдi пропонується iнший пiдхiд, нiж у [1], до дослiдження умов розв’я-
зностi та побудови загального розв’язку iнтегро-диференцiальних рiвнянь у ба-
нахових просторах. Специфiка цiєї задачi полягає в тому, що iнтегро-диферен-
цiальний оператор не має оберненого.

Рзглядається iнтегро-дифференцiальне рiвняння

z(t)−M(t)

b∫
a

[
W (s)z(s) + V (s)ż(s)

]
ds = f(t), (1)

де оператор-функцiя M(t) дiє з банахового простору B2 у банахiв простiр B1,
сильно неперервна з нормою |||M ||| = sup

t∈I
‖M(t)‖B2

= M0 < ∞, а оператор-

функцiїW (t) и V (t) дiють з банахового просторуB1 у банахiв простiрB2, сильно
непрервнi з нормами |||W ||| = sup

t∈I
‖W (t)‖B1

= W0 <∞ та |||V ||| = sup
t∈I
‖V (t)‖B1

=

V0 < ∞, вектор-функцiя f(t) ∈ C(I,B1), C(I,B1) — банахiв простiр неперерв-
них на [a, b] вектор-функцiй зi значеннями у B1.

Iз застосованням теорiї узагальненого обернення операторiв у банахових про-
сторах [2], отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi та побудовано за-
гальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння (1).

[1] Самойленко А. М., Бойчук О. А., Кривошея С. А.Крайовi задачi для систем
лiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь з виродженим ядром // Укр.
мат. журн. – 1996. – 48, 11. – C. 1576 – 1579.

[2] Бойчук А. А., Журавлев В. Ф., Покутный А. А. Нормально разрешимые
операторные уравнения в банаховом пространстве // Укр. мат. журн. –
2013. – 65, 2. – С. 163 – 174.
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До iсторiї розвитку теорiї
диференцiальних рiвнянь iз частинними
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Нацiональний технiчний унiверситет України ”КПI iм. Iгоря
Сiкорського” , Київ, Україна
E-mail: ivasyshen.sd@gmail.com

Iнтенсивнi дослiдження диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними
(ДРЧП) в Чернiвецькому унiверситетi розпочалися пiсля ствоення у 1946 р. ка-
федри диференцiальних рiвнянь, першим завiдувачем якої був М. I. Симонов,
учень академiка I. Г. Петровського. Вiн прибув iз Москви i привнiс у Чернiв-
цi iдеї та напрямки дослiджень у теорiї ДРЧП, якi проводилися московськими
математиками пiд керiвництвом I. Г. Петровського. Цими iдеями, їх реалiзацiєю
i розвитком захопився випускник Чернiвецького унiверситету 1948 р. С. Д. Ей-
дельман. Його послiдовна й наполеглива iндивiдуальна наукова робота, робота
iз викладання студентам i викладачам новiтнiх навчальних дисциплiн з теорiї
ДРЧП i його дiяльнiсть iз залучення студентської молодi до серйозних матема-
тичних дослiджень за порiвняно короткий час принесла свої позитивнi плоди.
Новi важливi результати з теорiї ДРЧП чернiвецьких математикiв поступово
стали визнаватися спецiалiстами в колишньому Радянському Союзi та за його
межами.

У доповiдi наводиться iнформацiя про напрями та результати дослiджень у
галузi ДРЧП широко вiдомої Чернiвецької наукової школи, створеної професо-
ром С. Д. Ейдельманом.
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Про властивостi прямих та спряжених
операторiв Грiна задачi Кошi для

параболiчних за Ейдельманом систем
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: h.ivasjuk@chnu.edu.ua, t.fratavchan@chnu.edu.ua

Розглядається задача Кошi для параболiчної за Ейдельманом системи N ди-
ференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними вигляду

(
IN∂t −

∑
‖α‖≤2b

Aα(t, x)∂αx

)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ ΠT , (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (2)
де n, N , b1, . . . , bn– заданi натуральнi числа, IN – одинична матриця порядку
N , b – найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn; m := (m1, . . . ,mn), m0 := 2b,

mj := b/bj , j ∈ {1, . . . , n}; ‖α‖ :=
n∑
j=1

mjαj , якщо α := (α1, . . . , αn) ∈ Zn+; ΠT :=

{(t, x) ∈ Rn+1 |t ∈ (0, T ], x ∈ Rn}, ΠT – замикання ΠT , T – задане додатне число.
Припускається, що система диференцiальних рiвнянь (1) є рiвномiрно пара-

болiчна за Ейдельманом у шарi ΠT , а її коефiцiєнти обмеженi, задовольняють
рiвномiрну умову Гельдера за x, неперервнi за t, при цьому неперервнiсть за t
коефiцiєнтiв Aα, ‖α‖ = 2b, рiвномiрна стосовно x ∈ Rn.

Побудовано прямi та спряженi оператори Грiна задачi (1), (2), встановлена
їх обмежена дiя в позитивних просторах Гельдера спецiально пiдiбраних зроста-
ючих i спадних на нескiнченностi функцiй.

За допомогою спряжених операторiв вводяться вiдповiднi негативнi простори
Гельдера та доводиться теорема про коректну розв’язнiсть задачi Кошi в таких
просторах.
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Чернiвцi, Україна

E-mail: ilika.svitlana@gmail.com, laranpidd@gmail.com

Розглядається система диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

x′(t) = Ax(t) +Bx(t− τ), (1)

де A,B - матрицi розмiрностi n× n, x ∈ R, τ > 0.
За схемою Красовського-Рєпiна [1-2] системi (1) ставимо у вiдповiднiсть апро-

ксимуючу систему звичайних диференцiальних рiвнянь

y′0(t) = Ay0(t) +Bym(t),
y′j(t) = µ(yj−1(t)− yj(t)), j = 1,m,m ∈ N,µ = m

τ
.

(2)

Вiдомо [3], що сiйкiсть системи (1) еквiвалентна при великих m стiйкостi систе-
ми(2). Для характеристичного многочленна системи (2) має мiсце рiвнiсть

Dm(λ) = det(λE −A−B(
λ

µ+ λ
)m)(µ+ λ)mn, (3)

а для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

ψm(λ) =
Dm(λ)

(µ+ λ)mn
,m ∈ N (4)

збiгається до квазiполiнома системи (1) при m→∞.
Згiдно рiвностi (4), нулi функцiї Dm можна брати в якостi наближених зна-

чень неасимптотичних нулiв квазiполiнома системи (1). Це дозволяє оцiнити
верхню межу запiзнення при якому зберiгається стiйкiсть лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь iз запiзненням[1].

[1] О. В. Матвiй, С. А. Пернай, I. М. Черевко.Про стiйкiсть лiнiйних систем
iз запiзненням // Науковий вiсник Чернiвецького унiверситету : зб. наук.
праць. – Чернiвцi : Рута, 2008. – Вип. 421 : Математика. C. 66–70.

[2] Репин Ю. М. О приближенной замене систем с запаздыванием обыкно-
венными дифференциальными уравнениями. – ПММ. – 1965. – 29, №2. –
С. 226–245.

[3] Черевко I.М., Матвiй О.В. Про апроксимацiю систем iз запiзненням та їх
стiйкiсть// Нелiнiйнi коливання. – 2004. – 7, №2. – С. 208–216.
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Мiра та розмiрнiсть Гаусдорфа виняткових
множин у задачах з iнтегральними
умовами для рiвнянь iз частинними

похiдними
1 Нацiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка», Львiв
E-mail: ilkivv@i.ua, pkalenyuk@gmail.com, znytrebych@gmail.com
2 Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм.Я.С.Пiдстригача НАН України, Львiв
E-mail: quaternion@ukr.net

Нехай gq,j(t, k), q = 1, 2, j = 1, . . . , n, – розв’язок задачi Кошi

g
(n)
q,j (t, k) +

n−1∑
r=0

Aq,r(k)g
(r)
q,j (t, k) = 0, g

(r−1)
q,j (0, k) = δj,r, r = 1, . . . , n,

де k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, Aq,j(k) – многочлен степеня Nq,j , δj,r – символ Кро-

некера; ∆(k, t1) = det
∥∥∥∫ t10 g1,j(t, k)g2,q(t, k)dt

∥∥∥n
j,q=1

. При дослiдженнi задач з iн-

тегральними умовами для рiвнянь iз частинними похiдними важливо з’ясувати
питання про виконання нерiвностi

|∆(k, t1)| ≥ (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|γ), |k| = |k1|+ . . .+ |kp|. (1)

Буде подано такий результат: для кожного ρ ∈ (0, 1] iснують такi значення
ω0(ρ), δ0(ρ), γ0(ρ), що для всiх ω > ω0(ρ), δ ≥ δ0(ρ), γ ≥ γ0(ρ) множина тих
t1 ∈ (0, T ], T > 0, для яких нерiвнiсть, протилежна до (1), виконується для
нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp (цю множину позначимо через Mγ

ω,δ(0, T ]

i називатимемо винятковою), має нульову ρ-мiру Гаусдорфа; будуть вказанi межi
для показникiв ω, δ, γ, для яких множина Mγ

ω,δ(0, T ] має нульову розмiрнiсть
Гаусдорфа. Цей результат доповнює отриманi в [1, 2] результати.

[1] Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002. –
416 с.

[2] Медвiдь О.М., Симотюк М.М. Iнтегральна задача для лiнiйних рiвнянь iз
частинними похiдними. Мат. Студiї, 2007. – Т. 28, № 2. – С. 115–140.
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Iнститут математики НАН України, Київ, Україна
kasirenko@imath.kiev.ua, Chepurukhina@gmail.com

Уведено i дослiджено розширену соболєвську шкалу (р.с.ш.) на довiльному
C∞-многовидi M з краєм. Вона складається з гiльбертових узагальнених собо-
лєвських просторiвHϕ(M), для яких показником регулярностi служить довiльна
вимiрна за Борелем функцiя ϕ : [1,∞)→ (0,∞), яка є RO-змiнною на∞ за Ава-
кумовичем; тут M := M \ ∂M . Простiр Hϕ(M) означається на основi простору
Hϕ(Rn) = {w ∈ S′(Rn) : ϕ(〈ξ〉)ŵ(ξ) ∈ L2(Rn, dξ)} за допомогою локальних карт
i вiдповiдного C∞-розбиття одиницi на M ; тут n := dimM , 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2,
а ŵ — перетворення Фур’є w. Якщо ϕ(t) ≡ ts, то Hϕ(M) — простiр Соболєва
H(s)(M) порядку s ∈ R.

Р.с.ш. на M має такi властивостi:
— кожний простiр Hϕ(M) не залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм

вiд вибору локальних карт i розбиття одиницi на M ;
— кожний простiр Hϕ(M) отримується в результатi iнтерполяцiї з деяким

функцiональними параметром пари соболєвських просторiвH(s0)(M) iH(s1)(M),
де s0 < σ0(ϕ) i s1 > σ1(ϕ), а σ0(ϕ) i σ1(ϕ) є вiдповiдно нижнiм i верхнiм iндексом
Матушевської функцiї ϕ;

— ця шкала замкнена вiдносно iнтерполяцiї з функцiональним параметром
пар гiльбертових просторiв;

— вона складається з усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних для пар
гiльбертових просторiв Соболєва H(s0)(M) i H(s1)(M), де −∞ < s0 < s1 <∞.

Запропоновано застосування р.с.ш. до елiптичних крайових задач (ЕКЗ) наM .
Доведено, що вони є нетеровими на вiдповiдних парах просторiв, що належать
до р.с.ш. У термiнах просторiв Hϕ(M) отримано точну iнтегральну умову на ϕ,
за якою узагальненi розв’язки ЕКЗ належать до Ck(M), де цiле k ≥ 0.

Цi результати отримано спiльно з О.О. Мурачем [1].

[1] Касiренко Т.М., Мурач О.О., Чепурухiна I. С. Узагальненi соболєвськi про-
стори на многовидах та їх застосування // Доповiдi НАН України (прийнято
до друку).
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Iснування та стiйкiсть бiжучих хвиль у
параболiчних системах iз малою дифузiєю

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна
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Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними можуть виникати
складнi просторовi структури. У системах нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь до-
слiджено iснування злiченного числа циклiв, а у системах параболiчних рiвнянь
з малою дифузiєю – iснування як завгодно великої кiлькостi циклiв (феномен
буферностi) [1, 2].

Розглядається рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u2u (1)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр.

Теорема 1 Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого n викону-
ється нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0
задача (1), (2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, ко-
ли виконується умова (d0r

2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) >

4γ2n2(c0r
2
n − δk2)2 при всiх k ∈ Z\{0}.

[1] Klevchuk I.I. Existence of countably many cycles in hyperbolic systems of di-
fferential equations with transformed argument // J. Math. Sci. – 2016. – 215,
3. – P. 341–349.

[2] Klevchuk I.I. Bifurcation of self-excited vibrations for parabolic systems with
retarded argument and weak diffusion // J. Math. Sci. – 2017. – 226, 3. –
P. 285–295.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ =

m∑
i=1

αipi(t)ϕi(y), (1)

в якому αi ∈ {−1, 1} (i = 1,m), pi : [a, ω[→]0,+∞[ (i = 1,m) – неперервнi функцiї,
−∞ < a < ω ≤ +∞; ϕi : ∆Y0

→]0,+∞[ (i = 1,m), де ∆Y0
- однобiчний окiл Y0,

Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, є неперервними функцiями при i = 1, l i двiчi
неперервно диференцiйовними при i = l + 1,m, причому для кожного i ∈ {1, ..., l}
при деякому σi ∈ R виконуються умови

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(λy)

ϕi(y)
= λσi для будь-якого λ > 0,

а для кожного i ∈ {l + 1, ...,m} –

ϕ′i(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0 , lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(y) ∈ {0,+∞}, lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ′′i (y)ϕi(y)

ϕ′2i (y)
= 1.

Розв’язок y рiвняння (1) називається Pω(Y0, λ0) – розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤
+∞, якщо вiн визначений на промiжку [t0, ω[⊂ [a, ω[ i задовольняє умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0,
або ±∞, lim

t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0.

Отримано необхiднi та достатнi умови iснування Pω(Y0, λ0) – роз-
в’язкiв y диференцiального рiвняння (1), а також асимптотичнi при t ↑ ω зобра-
ження для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.
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Катерина Корепанова

Асимптотичнi властивостi розв’язкiв
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) = αp(t)

n−1∏
j=0

ϕj(y
(j)) (1)

в якому n ≥ 2, α ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[→]0,+∞[ — неперервна функцiя, ϕj :

∆Yj →]0; +∞[ — неперевна та правильно змiнна при y(j) → Yj функцiя порядку
σj , ∆Yj — деякий однобiчний окiл точки Yj , Yj ∈ {0,±∞}, j = 0, n− 1.

В роботi [1] розглянуто випадки, коли необхiднi та достатнi умови iснування
розв’язкiв рiвняння (1), для кожного з яких iснує k ∈ {1, . . . , n} таке, що (n−k)–
а похiдна розв’язку прямує до вiдмiнної вiд нуля сталої при t → +∞, можна
отримати без додаткових обмежень на цi розв’язки.

У доповiдi мова буде йти про всi iншi випадки, коли для диференцiально-
го рiвняння (1) вводиться клас так званих Pk+∞(λ0)–розв’язкiв, k ∈ {3, . . . , n},
−∞ ≤ λ0 ≤ +∞. За своїми асимптотичними властивостями множина всiх Pk+∞(λ0)–
розв’язкiв розпадається на k + 1 (k ∈ {3, . . . , n}) неперетинних пiдмножин. Для
кожної з пiдмножин значень параметру λ0 окремо розроблено методику дослi-
дження асимптотичної при t → +∞ поведiнки Pk+∞(λ0)–розв’язкiв. Встановле-
но асимптотичнi формули при t → +∞ для Pk+∞(λ0)–розв’язкiв рiвняння (1),
а також отримано необхiднi та достатнi умови iснування таких розв’язкiв та їх
похiдних до порядку n− 1 включно. Вирiшено питання про кiлькiсть розв’язкiв
зi знайденими асимптотичними зображеннями.

[1] Евтухов В.М., Корепанова Е.С., Асимптотические представления реше-
ний дифференциальных уравнений с правильно меняющимися нелинейнос-
тями // Укр. мат. журн. – 2017. – 69, № 9. – C. 1198–1216.
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Розглядається система диференцiальних piвнянь

J
dy

dt
= A(t)y + f(t, y), t ∈ [a, b], (1)

пiдпорядкованих багатоточковим крайовим умовам

A1y(a) +A2y(t2) + . . .+Ap−1y(tp−1) +Apy(b) = d, (2)

де J – n-вимiрна клiтка Жордана, яка вiдповiдає нульовому власному значенню,
A(t)=(ai,j(t))

n
i,j=1 – (n×n)-вимiрна матриця, ai,j(t)∈C[0, T ], f(t, y) – n-вимiрна

вектор-функцiя, f(t, y)∈C[0, T ]; A1, . . . , Ap – ((n− 1)×n)-вимiрнi сталi матрицi,
a = t1 < t2 < . . . < tp = b, d – (n− 1)-вимiрний сталий вектор.

Для таких крайових задач у припущенi, що fn(t, y) = fn(t, y2, . . . , yn) та
an,1(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b], обґрунтовується можливiсть застосування чисельно-аналiтичного
методу для дослiдження iснування та наближеної побудов розв’язкiв у критично-
му випадку.

[1] Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцi-
альних рiвнянь з виродженнями. — К.: Вища школа., 2000. — 294 с.

[2] Бойчук А.А., Журавлев В.Ф., Самойленко А.М.Обобщенно-обратные опе-
раторы и нетеровы краевые задачи. — К.: Ин-т математики НАН Украины,
1995. — 294 с.
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Таврiйський державний агротехнiчний унiверситет, м. Мелiтополь,
Україна

E-mail: v_i_kravets@ukr.net, nsosnickaya19@gmail.com

У роботi розглянуто багаточастотну систему диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням вигляду

dx

dτ
= εa(x, x∆, ϕ, ϕ∆),

dϕ

dτ
= ω(x) + εb(x, x∆, ϕ, ϕ∆), (1)

де x–n-мiрний, а ϕ–m-мiрний вектори, ε– малий параметр, ε ∈ [0, ε0], 0 < ∆–
стала, яка характеризує запiзнення, x∆(t, ε) = x(t−∆, ε), ϕ∆(t, ε) = ϕ(t−∆, ε);
вектор-функцiї a(x, x∆, ϕ, ϕ∆), b(x, x∆, ϕ, ϕ∆) i ω(x) визначенi, достатньо гладкi
i 2π-перiодичнi за змiнними ϕ,ϕ∆ в областi G = D × Rm, D–обмежена область
в Rn. Багаточастотнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь дослiджува-
лись в [1, 2], випадок, коли a = a1(x, x∆, ϕ) + a2(x, x∆, ϕ∆) розглянутий в [3].
Вiдповiдна системi (1) усереднена за швидкими змiнними система набуває ви-
гляду

dx

dt
= εa0(x),

dϕ

dt
= ω(x) + εb0(x), (2)

a0(x) =
1

(2π)2m

2π∫
0

a(x, x, ϕ, ψ)dϕdψ.

Нехай правi частини системи (1) i (2) задовольняють умови:
1) частиннi похiднi вектор-функцiй a i b за змiнними ϕ,ϕ∆ до порядку l,

l > 2m+ 1, обмеженi в областi G;
2) вектор-функцiя ω обмежена разом iз частинними похiдними до другого

порядку;
3) iснує розв’язок усередненої системи (2), x(0) = x(0) = x0, який лежить в

областi D разом iз деяким ρ-околом;
4) виконуються нерiвностi∣∣∣∂(k, ω(x))

∂x
, a0(x)

∣∣∣ ≥ σ1 > 0,

∑
‖k‖≥0

∣∣∣∂a(i)
k (x, x)

∂xj

∣∣∣ ≤ σ2; i, j = 1, n.

Тодi правильне наступне твердження.
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Теорема 1 Нехай система (1) при 1 ≤ ‖k‖ ≤ N має iзольованi резонанси i
виконуються умови 1)–4). Тодi iснує таке ε1 ∈ (0, ε0], що при всiх t ∈ [0, ε−1] i
ε ∈ (0, ε1], справджується нерiвнiсть;

‖x(t, ε)− x(εt)‖ ≤ cε
l−2m−1

1+2(l−2m) ,

де c > 0 i не залежить вiд ε, x(εt)– розв’язок усередненої системи, x(0, ε) =
x(0).

[1] Самойленко А.М., Петришин Р.I. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних
коливань. – Київ: Наукова думка, 2004. – 474 с.

[2] Бигун Я.И., Фодчук В.И. Применение метода усреднения для исследова-
ния одного класса многочастотных систем с запаздыванием // Укр. мат.
журнал – 1980. – 32, №2. – C. 149–154.

[3] 3. Голец Б.И., Голец В.Л., Петришин Р.И. Об усреднении в колебательных
системах проходящих через резонанс // Укр. мат. журнал – 1980. – 32,
№2. – C. 448–455.
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Розглядаємо диференцiальне рiвняння

y′′ = f(t, y, y′), (1)

де f : [a, ω[×∆Y0
×∆Y1

−→ R \ {0} – неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞,
∆Yi (i ∈ {0, 1}) - однобiчний окiл Yi, Yi ∈ {0,±∞}). Для рiвняння (1) вивчаємо
питання iснування та асимптотики (при t ↑ ω) Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв.

Означення. Розв’язок y рiвняння (1), що визначений на промiжку [t0, ω[⊂
[a, ω[, називаємо Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо виконанi
наступнi умови

y(i)(t) ∈ ∆Yi при t ∈ [t0, ω[ , lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi (i = 0, 1),

lim
t↑ω

[y′(t)]2

y(t)y′′(t)
= λ0.

При λ0 ∈ R \ {0, 1} знайдено умову (т.з. умова (AL)λ0
) виконання якої на

кожному Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язку гарантує зображення

f(t, y(t), y′(t)) = α0p(t)ϕ0(y(t))ϕ1(y′(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω,

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[- неперевна функцiя, ϕi : ∆Yi −→]0,+∞[ (i =

0, 1)- неперервнi правильно змiннi при y(i) → Yi (i = 0, 1) функцiї порядкiв
σi (i = 0, 1), такi, що σ0 + σ1 = 1.

В припущеннi виконання умови (AL)λ0
при λ0 ∈ R \ {0, 1} встановлено необ-

хiднi, а також достатнi умови iснування Pω(Y0, Y1, λ0)- розв’язкiв рiвняння (1),
вказано асимптотичнi зображення таких розв’язкiв, з’ясовано кiлькiсть сiмей
цих розв’язкiв.
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1 Жешувський унiверситет, Жешув, Польща

E-mail: alopushanskyj@gmail.com
2 Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,

Україна
E-mail:lhp@ukr.net

Нехай Q = Rn × (0, T ], S(Rn) – простiр швидко спадаючих на безмежностi
нескiнченно диференцiйовних функцiй, Sγ(Rn) (γ > 0) – простiр типу S(Rn)

[1, c. 201], Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cα,δ(v)e−(a−δ)|x|
1
γ
, x ∈

Rn, ∀α, ∀ δ > 0}, S(Q̄) (Sγ(Q̄), Sγ,(a)(Q̄)) – простiр функцiй v ∈ C∞(Q̄) та-
ких, що ( ∂

∂t
)sv(·, t) ∈ S(Rn) (Sγ(Rn), Sγ,(a)(Q̄)) для всiх t ∈ [0, T ], s ∈ Z+ i

( ∂
∂t

)sv(x, T ) = 0, s ∈ Z+, E′ – простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв (роз-
подiлiв) на E, (f, ϕ) – значення розподiлу f ∈ E′ на основнiй функцiї ϕ ∈ E,
S′
γ,(a),C

(Q̄) = {f ∈ S′
γ,(a)

(Q̄) :
(
f(·, t), ϕ(·)

)
∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ Sγ(Q̄)}.

При β ∈ (m − 1,m), m = 1, 2 вивчаємо задачу Кошi ((1), (2)) i обернену
задачу

Dβt u−∆u = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Q, (1)

∂j−1

∂tj−1
u(x, 0) = Fj(x), x ∈ Rn, j = 1,m, (2)

T∫
0

(
u(x, t), ϕ(x)

)
η0(t)dt = (F, ϕ) ∀ϕ ∈ Sγ(Rn), (3)

визначення пари (u, F0) ∈ S′
γ,(a),C

(Q̄)×S′
γ,(a)

(Rn) при заданих регулярних g, η0 i
розподiлах F, Fj(j = 1,m) типу Шварца у правих частинах. Знаходимо достатнi
умови однозначної розв’язностi задач.

[1] Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. Т.2.. – Москва: Гостехиздат, 1958.
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В областi Q = (0, T )× (0,∞) розглянемо задачу Кошi
∂u(t, x)

∂t
= A2x

2 ∂
2u(t, x)

∂x2
+A1x

∂u(t, x)

∂x
+A0u(t, x) + f(t, x), (1)

u(t, x)|t=0 − µu(t, x)|T=0 = ϕ(x), (2)

тут функцiї ϕ(x) та f(t, x) вiдомi, якi апрiорi допускають перетворення Фур’є,
Aj = const, j = 1, 2, 3.

Теорема. Нехай рiвняння (1) параболiчне, тобто A2 > 0, |µ| < 1 та вико-
нуються умови:

а) якщо початкова функцiя неперервна i обмежена ϕ ∈ C(0,∞), неоднорi-
днiсть рiвняння задовольняє рiвномiрну умову Гельдера, то розв’язок задачi
(1)–(2) iснує та єдиний в областi Q i для його похiдних правильнi оцiнки∣∣∣∣|x|mt |m|2 D

|m|
x u(t, x)

∣∣∣∣ ≤ c(|ϕ|C + xαt
α+m

2 |f |α
)
, m = 1, 2;

б) якщо початкова функцiя та неоднорiднiсть рiвняння задовольняє рiвно-
мiрну умову Гельдера, то розв’язок задачi (1)–(2) iснує та єдиний в областi Q
i для його похiдних правильнi оцiнки∣∣∣∣|x|m−αt |m|−α2 D

|m|
x u(t, x)

∣∣∣∣ ≤ c(|ϕ|α + t
m
2 |f |α

)
, m = 1, 2;

в) якщо початкова функцiя задовольняє нерiвнiсть |ϕ(x)| ≤ ea ln2 x|ϕ|α, при
x → ∞, a – деяка додатна константа, неоднорiднiсть рiвняння задовольняє
нерiвномiрну умову Гельдера

|f(t, β)− f(t, η)| ≤ L0|β − η|α|f |α
[
ek(t) ln2 β + ek(t) ln2 η

]
, 0 < α ≤ 1,

де k(t) =
a(c−ε)
c−at , то розв’язок задачi (1),(2) iснує та єдиний в областi Q =

(0, t1)× (0,∞), де t1 = c
a
i для похiдних розв’язку правильнi оцiнки∣∣∣|x|mD|m|x u(t, x)
∣∣∣ ≤ cek(t) ln2 x

(
t−
|m|
2

1
√
c− at

|ϕ|α + xαt
α
2 |f |α

)
,

m = 1, 2.

[1] I. Dimovski A transform approach to operational calculus for the general Bessel-
type differential operator. C.R. Acad. Bulgare Sci. 27, No 2 (1974), P.155-158.

[2] I. Dimovski, V.Hristov, M.Sifi Mean-periodic solutions of Euler differential
equations. In: Proc. 16-th Colloq. of Tunisian Math. Soc., Sousse, March 2008.
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Функцiя Грiна для одного класу
ультрапараболiчних систем

ДВНЗ Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника,
Iвано-Франкiвськ, Україна

bvanya@meta.ua

Роглянуто задачу побудови фундаментальної матрицi розв’язкiв задачi Кошi
(ФМРЗК) для ультрапараболiчних систем

(∂t −
4∑
j=1

nj∑
i=1

xji∂xj+1i )uµ(t, R) =
∑
|k|≤2b

n0∑
ν=1

aνµk (t, R)Dkx1
uν(t, R), (1)

де µ = 1, n0, n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ n4, R = (x1, x2, x3, x4), xj ∈ Rnj , nj ∈ N, j =

1, 4,
4∑
j=1

nj = n, n0 ∈ N, b ∈ N. Оператор ∂t−
∑
|k|=2b

ak(t, R)Dkx1
- рiвномiрно пара-

болiчний за I.Г. Петровським в Π = {[0, T ]×Rn}, ak(t, R) = (aνµk )n0
µν=1. Припусти-

мо, що 1)ak(t, R), ∂xjak(t, R), j = 1, 4,- неперервнi, обмеженi в Π; 2) iснують сталi
c1 > 0, α ∈ (0, 1], r ∈ (0, 1] такi, що для будь-яких R,S ∈ Π, S = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ви-
конуються нерiвностi: |ak(t, R)−ak(t, S)| ≤ c1|x1−ξ1|α, |∂xjak(t, R)−∂xjak(t, S)| ≤
c1|R− S|r; 3) Матриця (aνµk )n0

µν=1 на характеристиках оператора

∂t −
3∑
j=1

nj∑
i=1

xj∂xj+1 задовольняє умови Лаппо-Данилевського.

Теорема 1 Якщо виконуються умови 1-3 то (1) має ФМРЗК
G(t, R; τ, S) та справджуються оцiнки |∂mjxj G(t, R; τ, S)| ≤ A×

×(t−τ)
−(

4∑
l=1

((l−1)2b+1)nl+mj((j−1)2b+1))/2b ∞∑
k=1

AkΓ(1+ kα
2b

)Γ( α
2b

)Γ−1(1+
(k+1)α

2b
)

exp{−cρ− 2−3qkc(ρ1 + ρ2 + ρ3)}, де ρ = (|x1 − ξ1|(t− τ)−1/2b)q , ρ1 = (|x2 − ξ2 +
x1(t−τ)|(t−τ)−1−1/2b)q , ρ2 = (|x3−ξ3 +x2(t−τ)+2−1x1(t−τ)2|(t−τ)−2−1/2b)q ,
ρ3 = (|x4 − ξ4 + x3(t− τ) + 2−1x2(t− τ)2 + 6−1x1(t− τ)3|(t− τ)−3−1/2b)q . Сталi
Amj , c залежать вiд n, 2b, α, r та сталої параболiчностi δ.
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Розривнi цикли однiєї iмпульсної системи
Розглядається осцилятор пiд дiєю iмпульсної сили

ẍ+ δẋ+ ω2x = εf(x, ẋ), ẋ 6= 0,

∆ẋ|ẋ=0 = αx, α < 0.

В лiнiйному випадку (коли ε = 0) при певному значеннi коефiцiєнта α = α∗

всi розв’язки такого рiвняння є перiодичними, а траекторiєю кожного з них є
двоiмпульсний розривний цикл.

Запровадивши змiннi (a, ϕ) за формулами

x = acosϕ, ẋ = a(−
δ

2
cosϕ+ Ωsinϕ),Ω2 = ω2 −

δ2

4
, дiстаємо систему рiвнянь

da

dt
= −

δ

2
a+

ε

Ω
f(acosϕ, a(−

δ

2
cosϕ+ Ωsinϕ))sinϕ, tgϕ 6=

δ

2Ω

dϕ

dt
= −Ω +

ε

aΩ
f(acosϕ, a(−

δ

2
cosϕ+ Ωsinϕ))cosϕ

a+|
tg δ

2Ω
= a

cosϕ0

cosϕ∗
, ϕ+|

tgϕ= δ
2Ω

= ϕ+ ϕ∗ − ϕ0

де ϕ0 = arctg
δ

2Ω
, ϕ∗ = arctg

α∗ + δ
2

Ω

Для цiєї системи встановленi достатнi умови на функцiю f(x, ẋ), що забезпе-
чують при малих значеннях параметра ε iснування в нiй єдиного асимптотично
стiйкого двоiмпульсниго розривного циклу.

[1] Боголюбов Н.Н., Митропольский Ю.А. Асимптотические методы в тео-
рии нелинейных колебаний. – -М.: Наука, 1974. – 502 c.

[2] Samoilenko A.M., Perestyuk N.A. Impulsive Diferential Equations. – Singapore.:
world Scientific, 1995. – 472 p.

[3] Perestyuk Yu. Discontinuous oscilations in one impulsive system // Journal of
Mathematical Sciences. – 2013. – Vol. 194., No.4 – Pp. 494-503.
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Про задачi для фрактальних i
псевдодиференцiальних рiвнянь

параболiчного типу
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: perungm@ukr.net

Задачi з дробовими похiдними, диференцiальними i псевдодиференцiальни-
ми операторами виникають при моделюваннi рiзних процесiв i явищ та були
предметом дослiджень вiтчизняних i зарубiжних математикiв.

1. У областi Π = (0,∞)×Bn розглядається задача Кошi з дробовою похiдною

Капуто порядку α ∈
(

1, 1 +
1

2b− 1

)
за змiнною t i порядку 2b за x ∈ Rn

Dαt u =
∑
|k|≤2b

Ak(x)Dkxu+ f(t, x), (1)

u|t=0 = ϕ(x), u′t|t=0 = ψ(x). (2)
2. Задача Кошi для псевдодиференцiального рiвняння

Dαt u = F−1
σ→x

−uγ(σ) +
∑

k0γ+ν<αγ

ak0ν(σ)u
(k0)
t

Fx→σu

+ f(t, x), (3)

де α ∈ (0, 1), γ > 1, Ff , Fσ – оператори Фур’є.
3. Задача про коливання сили струму i напруги

Dαt u = ∆xu+ a1u
′
t + a0u+ f(t, x), (4)

α ∈ (1, 2) з умовами (2).
4. Задачi Дiрiхле i Неймана для пiвпростору до рiвняння (4) з a1 = 0, α ∈

(0, 1).
Розв’язки задач зображаються з допомогою функцiй Грiна i оцiнюються в

нормованих просторах Дiнi.

[1] Матiйчук М.I. Про зв’язок мiж фундаментальними розв’язками параболi-
чних рiвнянь i рiвнянь з дробовими похiдними // Буковинський математи-
чний журнал. – 2017. – 5, 3-4. – C. 122-131.
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Про побудову та оцiнки класичного
фундаментального розв’язку задачi Кошi

для виродженого рiвняння типу
Колмогорова

1 Нацiональний унiверситет "Львiвська Полiтехнiка", Львiв, Україна
E-mail: i.p.medynsky@gmail.com

2 Нацiональний технiчний унiверситет України "Київський
полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського", Київ, Україна

E-mail: ivasyshen.sd@gmail.com

Нехай n-вимiрна просторова змiнна x складається з n1-вимiрної основної
змiнної x1 та n2-вимiрної x2 i n3-вимiрної x3 змiнних виродження, n1 ≥ n2 ≥ n3.

Розглядається ультрапараболiчне рiвняння типу Колмогорова вигляду∂t − n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j −
n1∑
j,l=1

ajl(t, x)∂x1j∂x1l−

−
n1∑
j=1

aj(t, x)∂x1j − a0(t, x)

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Rn. (1)

Запропоновано умови на коефiцiєнти рiвняння (1), за яких новою модифiка-
цiєю класичного методу Левi побудовано класичний фундаментальний розв’язок
задачi Кошi Z та одержано точнi оцiнки Z i його похiдних. Випадок, коли змiнна
x3 вiдсутня, тобто є лише одна група змiнних виродження, розглянуто в працi
[1]. Про модифiкований метод Левi описано в статтi [2].

[1] Iвасишен С.Д., Мединський I.П. Класичнi фундаментальнi розв’язки для
ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова з двома групами просто-
рових змiнних // Збiрник праць Iн-ту математики НАН України. –2016. –
13, № 1. – С. 108–155.

[2] Ivasyshen S.D., Medynsky I.P. On applications of the Levi method in the theory
of parabolic equations // Математичнi студiї. –2017. – 47, № 1. – С. 33–46.
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Фундаментальний розв’язок задачi Кошi
для ультрапараболiчного рiвняння iз

зростаючими коефiцiєнтами та з
операторами Бесселя рiзних порядкiв
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: l.melnuchuk@chnu.edu.uа

Нехай {n, k, l,m} ⊂ N, l ≤ k ≤ n; Rm+ ≡ {z ≡ (z1, ..., zm)|zi > 0, i ∈ {1, ...,m}}.
Розглядається задача Кошi для ультрапараболiчного рiвняння 2-го порядку

∂tu(t, x, y, z) =

n∑
j=1

∂2
xj
u(t, x, y, z) +

k∑
j=1

∂xj (xju(t, x, y, z)) +

l∑
j=1

xj∂yju(t, x, y, z)+

+

m∑
j=1

Bzju(t, x, y, z), t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rl, z ∈ Rm+ , (1)

u(t, x, y, z)|t=0 = ϕ(x, y, z), x ∈ Rn, y ∈ Rl, z ∈ Rm+ , (2)
∂zju(t, x, y, z)|zj=0 = 0, t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rl, j ∈ {1, 2, ...,m}, (3)

де Bzj ≡ ∂2
zj

+
2νj+1

zj
∂zj – оператори Бесселя рiзних порядкiв νj > 0, j ∈

{1, 2, ...,m}. Коефiцiєнти рiвняння (1) при перших похiдних по xj , j ∈ {1, 2, ..., k},
та yj , j ∈ {1, 2, ..., l}, є необмеженими при |x|+ |y| → +∞, а при перших похiдних
по zj , j ∈ {1, 2, ...,m}, – необмеженi в околi точки z = 0. Така задача при m = 1
розглядалася в [1], а у випадку, коли шукана функцiя не залежить вiд y i коли
ν1 = ... = νm – в [2].

Методом перетворення Фур’є–Бесселя i методом характеристик знайдено розв’я-
зок задачi Кошi (1)–(3) у виглядi iнтеграла Пуассона

u(t, x, y, z) =

∫
Rn

∫
Rl

∫
Rm+

G(t, x, y, z; 0, ξ, β, η)ϕ(ξ, β, η)η2ν+1dηdβdξ,

t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rl, z ∈ Rm+ ,
де η2ν+1 ≡ η2ν1+1

1 · η2ν2+1
2 · ... · η2νm+1

m , а ядро G його виписано в явному виглядi
та доведено деякi його властивостi.

[1] Мельничук Л.М. Фундаментальний розв’язок задачi Кошi для вироджено-
го параболiчного рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами та оператором
Бесселя// IV мiжнародна ганська конференцiя, присвячена 135 рiчницi вiд
дня народження Ганса Гана. Тези доповiдей. – 2014. – C. 127-128.

[2] Мельничук Л.М. Структура та властивостi фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi для параболiчного рiвняння з операторами Бесселя // Бу-
ковинський математичний журнал. – 2016. – 4, 3-4. – C. 109-112.
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Диференцiально-символьний метод
побудови квазiполiномних розв’язкiв

двоточкової за часом задачi
1 Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка”, Львiв, Україна

E-mail: znytrebych@gmail.com
2 Львiвський нацiональний медичний унiверситет iм. Д. Галицького,

Львiв, Україна
E-mail: Oksana.Malan@gmail.com

В областi (t, x) ∈ Rs+1 (s ∈ N) дослiджується множина розв’язкiв задачi[ ∂2

∂t2
+ a1

( ∂

∂x

) ∂
∂t

+ a2

( ∂

∂x

)]
U(t, x) = 0, (1)

bk1

( ∂

∂x

)
U(kh, x) + bk2

( ∂

∂x

)∂U
∂t

(kh, x) = ϕk(x), k ∈ {0, 1}. (2)

У рiвняннi (1) a1

(
∂
∂x

)
, a2

(
∂
∂x

)
– довiльнi диференцiальнi вирази загалом не-

скiнченного порядку, символами яких є цiлi функцiї a1(ν), a2(ν) (ν ∈ Cs). В умо-
вах (2) ϕ0(x), ϕ1(x) – заданi функцiї квазiполiномного вигляду, причому хоча б
одна з них є ненульовою, b01

(
∂
∂x

)
, b02

(
∂
∂x

)
, b11

(
∂
∂x

)
, b12

(
∂
∂x

)
– диференцi-

альнi полiноми з комплексними коефiцiєнтами, h – додатне число.
Дослiджено випадок, коли множина нулiв характеристичного визначника за-

дачi (1), (2) не є порожньою та не збiгається з Cs. За умови, що ϕ0(x), ϕ1(x)
– квазiполiноми, доведено iснування квазiполiномого розв’язку задачi (1), (2).
Розв’язок задачi побудовано за допомогою диференцiально-символьного методу
[1].

[1] Каленюк П.I., Нитребич З.М. Узагальнена схема вiдокремлення змiнних.
Диференцiально-символьний метод. – Львiв: Вид-во Нац. ун-ту ”Львiвська
полiтехнiка”, 2002. – 292 c.
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Застосування нелокальних перетворень
для побудови розв’язкiв системи рiвнянь

хемотаксису
Полтавський нацiональний технiчний унiверситет iменi Юрiя

Кондратюка, Полтава, Україна
E-mail: aomelyan@ukr.net

В данiй роботi об’єктом дослiдження є система рiвнянь вигляду(
u1

u2

)
t

= ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2

)(
u1

u2

)
x

+

(
0
µ(u2)2

)]
, (1)

де ua = ua(x0, x1), a = 1, 2, λ1 +λ2 6= 0, нижнiй iндекс означає диференцiювання
за вiдповiдною змiнною. Система рiвнянь реакцiї-дифузiї з виглядом матрицi
дифузiї, як у системи (1), застосовується в природничих науках для моделювання
хемотаксису (див. [1], [2]).

В наших дослiдженнях для побудови розв’язкiв системи (1) ми використали
нелокальнi перетворення виду

t = t, x = x, ua = vax,
t = x0, x = w2, v1 = w1, v2 = x1,
x0 = x0, x1 = x1, w1

1 = z1, w2
1 = z2,

(2)

де x0, x1 – новi незалежнi змiннi, де va = va(t, x), wa = wa(x0, x1), za = za(x0, x1)
– новi невiдомi функцiї. Зокрема, одержано такий нелокальний анзац системи (1)

u1 = ektϕ1(ω), u2 = 1
µ

ϕ̇2(ω)

ϕ2(ω)+t
, ω = x, (3)

який редукує систему (1) до системи звичайних диф. рiвнянь

ϕ̈1 = kϕ1, ϕ̈2 + 2 ϕ̇
1

ϕ1 ϕ̇
2 − 1 = 0. (4)

Розв’язавши систему (4), одержали такий розв’язок системи (1):

u1 = c1ekt cosmx, u2 = 1
µ

1
2m

tanmx+( x
2

+c2) 1
cos2 mx

( x
2m

+
c2
m

) tanmx+t+c3
. (5)

[1] Adler J. Chemotaxis in bacteria. // Sciense. – 1996. – V.153. – P. 708-716.

[2] Keller E.F., Segel L.A. Model for chemotaxis. // J.Theor.Biol. – 1971. – V.30. –
P. 225-234.
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Стiйкi випадковi процеси та деякi
початково-крайовi задачi для

псевдодиференцiальних рiвнянь
ДВНЗ ”Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника”, Iвано-Франкiвськ, Україна
E-mail: mykhailo.osypchuk@gmail.com

Для фiксованих параметрiв c > 0 i α ∈ (1, 2) нехай A — псевдодиференцi-
альний оператор, що задається символом (−c|ξ|α)ξ∈Rd . Нехай B — псевдодифе-
ренцiальний оператор, який визначається своїм символом — Rd-значною фун-
кцiєю (i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd . Для кожного одиничного вектора ν ∈ Rd введемо оператор
Bν = (2cν,B). Pозглядатимуться наступнi задачi та ймовiрнiснi представлення
їх розв’язкiв.
1) Задача Кошi для рiвняння ((a(x))x∈Rd — Rd-значна функцiя)

∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)), t > 0, x ∈ Rd.

2) Початково-крайова задача
∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x), (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S);

u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd;
1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x+)−

1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x−) = r(x)u(t, x),

(t, x) ∈ (0,+∞)× S.
3) Задача Кошi

∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x), (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S);

r(x)
∂u

∂t
(t, x) =

1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x+)−

1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x−),

(t, x) ∈ (0,+∞)× S,
u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.
Тут (ϕ(x))x∈Rd — неперервна обмежена функцiя, S — достатньо гладка дво-

стороння поверхня з одиничним вектором ν(x) нормалi до однiєї з її сторiн в
точцi x ∈ S, (q(x))x∈S i (r(x))x∈S — неперервнi обмеженi (друга з невiд’ємни-
ми значеннями) функцiї, а через f(x+) (вiдповiдно, f(x−)) позначено границю
функцiї f(z), коли z наближається недотичним чином до x ∈ S зi збереженням
знаку виразу (z − x, ν(x)) позитивним (вiдповiдно, негативним).
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Про iнтегральнi зображення розв’язкiв
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початковiй гiперплощинi
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: pasichnyk.gs@gmail.com

Нехай n1, n2, n3 – натуральнi числа такi, що n1 ≥ n2 ≥ n3 i n = n1 +n2 +n3;
змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl ) ∈ Rnl ,
l ∈ {1, 2, 3}. Розглядається рiвняння вигляду

α(t)∂tu(t, x)− β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2ju(t, x) +

n3∑
j=1

x2j∂x3ju(t, x)+

+

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j∂x1su(t, x) + b

n1∑
j=1

∂x1j

(
x1ju(t, x)

))
− au(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ (0;T ]× Rn, (1)

де α i β – неперервнi на [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при t ∈ (0;T ]
i α(0)β(0) = 0, ajs, a i b – дiйснi числа, причому ajs = asj i матриця (ajs)

n1
j,s=1

додатно визначена.
Для рiвняння (1) знайдено явний вираз для фундаментального розв’язку за-

дачi Кошi G, встановлено властивостi функцiї G, зокрема, отримано точнi оцiнки
її та похiдних вiд неї. За допомогою цих властивостей доведено теореми про iн-
тегральне зображення розв’язкiв рiвняння (1), якi як функцiї x є обмеженими,
а при t → 0 поводяться вiдповiдним способом залежно вiд типу виродження
рiвняння при t = 0.
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Стiйкiсть глобальних атракторiв
iмпульсних нескiнченновимiрних систем

1 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна
E-mail: pmo@univ.kiev.ua, alexkap@univ.kiev.ua

Одним з найбiльш популярних математичних пiдходiв до опису еволюцiй-
них процесiв з миттєвими змiнами є теорiя iмпульсних диференцiальних рiвнянь
[1]. Важливим її пiдкласом є iмпульснi динамiчнi системи, якi описуються ав-
тономною еволюцiйною системою, траєкторiї якої зазнають iмпульсного впливу
при досягненнi фiксованої пiдмножини фазового простору (iмпульсної множи-
ни). Теорiя глобальних атракторiв для таких систем була запропонована в роботi
[2]. В данiй роботi одержано результати щодо стiйкостi глобальних атракторiв
iмпульсних систем. Цi результати застосовано до задачi

∂y

∂t
= ∆y − εf(y), t > 0, x ∈ Ω, y|∂Ω = 0, (1)

в фазовому просторi X = L2(Ω) з iмпульсною множиною

M = {y ∈ X | (y, ψ) = a} . (2)

Для широких класiв iмпульсних вiдображень I : M 7→ X маємо

Теорема 1 Для достатньо малих ε > 0 розв’язки iмпульсної задачi (1), (2)
породжують напiгрупу Gε, що має глобальний атрактор Θε, який є стiйким
в тому сенсi, що

D+(Θε \M) ⊂ Θε \M, (3)

де D+(A) :=
⋃
x∈A
{y | y = limGε(tn, xn), xn → x, tn ≥ 0} .

[1] Samoilenko A. M., Perestyuk N. A. Impulsive differential equitations. – Si-
ngapore : World Scientific, 1995. – 462 p.

[2] Perestyuk M. O., Kapustyan O. V. Global attractors of impulsive infinite-
dimensional systems // Ukrainian Mathematical Journal. – 2016. – 68, 4. –
P. 517-528.

90



Галина Перун1, Володимир Ясинський2

Задача Кошi для параболiчного рiвняння
з вiнеровими збуреннями та вiдхиленням

аргумента
1 Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: perungm@ukr.net

2Едмонтон, Канада, E-mail: yasinsk@list.ru

Задачi для стохастичних рiвнянь з частинними похiдними розглядались у
працi [1]. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F{Ft, t ≥ 0}, P ) з неспадним пото-
ком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, Ft1 ⊂ Ft2 для t1 < t2 визначена випадкова функцiя
u(t, x, ω), t ≥ 0, x ∈ Rn, ω ∈ Ω, вимiрна вiдносно σ-алгебри Ft, яка з iмовiрнiстю
1 є розв’язком задачi Кошi з вiдхиленням аргумента

dtu(t, x, ω) =
[ ∑
|k|≤2b

Ak(t)Dkxu(t, x, ω) + f (u(t− h), x)
]
dt+

+
[ ∑
|k|≤b

Bk(t)Dkxu(t, x, ω) + g
(
u(t− h), x

)]
dw(t, ω), t > 0, x ∈ Rn, ω ∈ Ω, (1)

u(t, x) = ϕ(t, x), 0 ≤ t ≤ h, x ∈ Rn. (2)
За допомогою перетворення Фур’є, властивостей iнтегралiв Iто методом кро-

кiв встановлюється

Теорема 1 Нехай коефiцiєнти Ak, Bk ∈ C(0, T ) i виконується умова парабо-
лiчностi [2, с. 103]; функцiї f , g, ϕ – детермiнованi, якi задовольняють умову
Лiпшица за першим аргументом i допускають перетворення Фур’є за другим
аргументом. Тодi з iмовiрнiстю 1 iснує функцiя Грiна G(t, τ, x, ω). Розв’язок
задачi (1), (2) для hl ≤ t ≤ h(l + 1), l ≥ 1 зображається формулою

u(t, x, ω) =

∫
Rn

G(t− h, 0, x− ξ, ω)ϕ(lh, ξ)dξ +

t∫
lh

∫
Rn

G(t, s, x− ξ, ω)×

×
[
f (ϕ(s− h), ξ)−

∑
|k|≤b

Bk(t)Dkxg (ϕ(s− h), ξ)
]
dξds+

+

t∫
lh

∫
Rn

G(t, s, x− ξ, ω)g (ϕ(s− h), ξ) dξdw(s, ω). (3)

Оцiнюється його норма M |Dkxu|C , M – операцiя математичного сподiвання.

[1] Царьков Е.Ф., Ясинский В.К. Квазилинейные стохастические дифферен-
циальные уравнения. – Рига: Ориентир, 1992. – 316 c.

[2] Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi задачi у просторах Дiнi. – Чер-
нiвцi: ЧНУ, 2010. – 248 c.
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Якiсне дослiдження деякого сингулярного
функцiонально–диференцiального
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Одеська Марiїнська гiмназiя Одеської мiської ради Одеської областi,

Одеса, Україна
E-mail: olgapolchai@gmail.com

Розглядається сингулярна задача Кошi

trx′ (t) = f(t, x(t), x(g(t)), x′(t), x′(h(t))), x(0) = 0,

де r > 1 , x : (0, τ)→ R — невiдома функцiя, f : D → R — неперервна функцiя,
D ⊂ (0, τ)×R×R×R×R, g : (0, τ)→ (0,+∞) i h : (0, τ)→ (0,+∞) — неперервнi
функцiї, g(t) ≤ t, h(t) ≤ t, t ∈ (0, τ). Доводиться, що iснує непуста множина непе-
рервно диференцiйовних розв’язкiв x : (0, ρ] → R (ρ достатньо мале, 0 < ρ < τ)
з потрiбними властивостями.

[1] Хейл Дж. Теория функционально-дифференциальных уравнений. – М.: Мир,
1984 – 421 c.

[2] Азбелев Н.В., Максимов В.П., Рахматуллина Л.Ф. Введение в теорию
функционально-дифференциальных уравнений // Назва журналу. – М.: На-
ука, 1991. – 280 с.

[3] Зернов А.Е. Качественный анализ неявной сингулярной задачи Коши //
Украинский матем. журнал. – 2001. – Т.53,
No 3. – С. 302-310.
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Наталiя Процах

Про обернену задачу для слабко
нелiнiйного ультрапараболiчного рiвняння

високого порядку
Нацiональний лiсотехнiчний унiверситет України, Львiв, Україна

E-mail: protsakh@ukr.net

Нехай Ω i D — обмеженi областi з просторiв Rn i Rl вiдповiдно, а їх межi
∂Ω ∈ Cm0 i ∂D ∈ C1; x ∈ Ω, y ∈ D, t ∈ (0, T ). Позначимо: QT = Ω×D × (0, T ),
ΣT = ∂Ω×D × (0, T ), ST = Ω× ∂D × (0, T ).

В областi QT отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку зада-
чi вiдшукання набору функцiй (u(x, y, t), c(t), q1(t), . . . , qs(t)), який задовольняє
рiвняння

ut +

l∑
i=1

λi(x, y, t)uyi +
∑

0<|α|=|γ|≤m0

(−1)|γ|Dγ(aαγ(x, y, t)Dαu)+

+(c(t) + b(x, y))u+ g(x, y, t, u) =
s∑
i=1

fi(x, y, t)qi(t) + f0(x, y, t) (1)

та умови

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω×D, (2)

∂iu

∂νi

∣∣∣∣
ΣT

= 0 (i = 0, 1, . . . ,m0 − 1), u|S1
T

= 0, (3)∫
D

∫
Ω

Ki(x, y)u(x, y, t) dxdy = Ei(t), t ∈ [0, T ] (i = 1, . . . , s+ 1), (4)

де Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αn
n

, |α| = α1 + · · ·+ αn, функцiя g(x, y, t, u) задовольняє умову

Лiпшиця за змiнною u, ν — вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi ST , а S1
T =

{(x, y, t)∈ST :
l∑
i=1

λi(x, y, t) cos(ν, yi)<0}.

Методами, описаними в [1], встановлено умови однозначної розв’язностi мi-
шаної задачi (1)–(3), коли функцiї c(t), q1(t), . . . , qs(t) вiдомi.

[1] Процах Н.П., Пташник Б.Й. Нелiнiйнi ультрапараболiчнi рiвняння та ва-
рiацiйнi нерiвностi. – Київ: Наукова думка, 2017. – 278 c.
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Одностороння крайова задача для
параболiчних рiвнянь з iмпульсною дiєю i

виродженням
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна
E-mail: bohdanjaschan94@gmail.com

Нехай Ω – деяка обмежена область в Rn−1, D – обмежена область в Rn

з межею ∂D, Ω ⊂ D, η, t0, . . . , tN+1 – фiксованi додатнi числа 0 ≤ t0 < t1 <
· · · < tN+1, t0 < η < tN+1, η 6= tλ, λ ∈ {1, . . . , n}. Позначимо через Q0 =
{(t, x)|t ∈ [t0, tN+1), x ∈ Ω} ∪ {(t, x)|t = η, x ∈ D}, Γ = [t0, tN+1) × ∂D, ρ(x) =

min
x∈D\Ω,z∈Ω

|x− z|.

В областi Q = [t0, tN+1)×D розглянемо задачу знаходження функцiї u(t, x),
яка задовольняє при t 6= tλ, (t, x) 6∈ Q(0) рiвняння

[
∂t −

n∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi∂xj +

n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x), (1)

умови за змiнною t:

u(t0 + 0, x) = ϕ0(x), (2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = dλ(tλ, x)u(tλ − 0, x) + ϕλ(tλ, x) (3)
i крайову умову

Bu|Γ ≡
[ n∑
k=1

bk(t, x)∂xku+ b0(t, x)u
]
|Γ ≥ g(t, x) (4)

u|Γ ≥ 0,
[
(Bu− g)u

]
|Γ = 0.

Задачу (1) – (4) дослiдимо за таких обмежень на рiст коефiцiєнтiв при x −→
∂Ω, t −→ η:

aij = O(ρ
β

(1)
i +β

(1)
j |t − η|β

(2)
i +β

(2)
j ), ar = O(ρ−µ

(1)
r |t − η|−µ

(2)
r ), r ∈ {0, 1, . . . , n}

bk = O(ρβ
(1)
k |t− η|β

(2)
k ), b0 ∈ O(ρ−δ

(1)
0 |t− η|−δ

(2)
0 ), β(ν)

j ∈ (−∞,∞), µ(ν)
i ∈ [0,∞),

δ
(ν)
0 ∈ [0,∞), a0 > 0, b0|Γ > 0.

При визначених умовах гладкостi на коефiцiєнти рiвняння (1), крайової умо-
ви (4), функцiї f , ϕk, dλ, g в гельдерових просторах зi степеневою вагою одержа-
но умови єдиностi, iснування та встановлено оцiнки похiдних розв’язку поставле-
ної задачi. Порядок степеневої ваги в гельдерових просторах залежить вiд чисел
β

(ν)
i , µ(ν)

i , δ(ν)
0 , ν ∈ {1, 2}, i ∈ {1, . . . , n}, r ∈ {0, . . . , n}.
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Нехай B – клас функцiй f , голоморфних у крузi D := {z ∈ C : |z| < 1}, для
яких

sup
z∈D
|f(z)| ≤ 1,

i нехай

rn(f)(z) :=

∞∑
k=n

f (k)(0)

k!
zk

– залишок порядку n ряду Тейлора функцiї f ∈ B.

Теорема 1 Для будь-якого n ∈ N i z ∈ D

max
f∈B

∣∣∣∣rn(f)(|z|)
∣∣∣∣ = max

f∈B
Re

(
rn(f)(|z|)

)
=

= |z|n
n−1∑
k=0

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)2

|z|2k + (1− |z|2)

( ∞∑
k=n

(2k − 1)!!

(2k)!!
|z|2(k−n)

)2

.

Для даного натурального n i z ∈ D максимум досягається для єдиної з точнi-
стю до унiмодулярного множника функцiї

f(t) =
tnQn(1/t)

Qn(t)
,

де

Qn(t) = 1−
n−1∑
k=1

(2k − 3)!!

(2k)!!
|z|ktk −

( ∞∑
k=n

(2k − 3)!!

(2k)!!
|z|2k−n

)
tn.
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Асимптотичнi Σ-розв’язки для сингулярно
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Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ,

Україна
E-mail: valsamyul@gmail.com

Рiвняння з частинними похiдними iнтегровного типу такi як рiвняння Кор-
тевега-де Фрiза, нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, рiвняння sin-Gordon, рiвняння
Кадомцева-Петвiашвiлi є фундаментальними рiвняннями сучасної теоретичної
i математичної фiзики. Цi рiвняння описують багато важливих явищ i проце-
сiв природознавства та володiють широким класом розв’язкiв з рiзноманiтни-
ми властивостями, серед яких найбiльш вiдомими є солiтоннi розв’язки. Такi
розв’язки описують вiдокремленi хвилi, взаємодiя яких вiдбувається подiбно ча-
стинкам. При цьому така взаємодiя є нелiнiйною, але нагадує взаємодiю лiнiйних
хвиль, коли вiдповiднi хвилi пiсля взаємодiї зберiгають свої характеристики (ам-
плiтуду, швидкiсть руху, форму та iн.).

Якщо середовище, в якому вiдбувається процес, характеризується змiнни-
ми параметрами i малою дисперсiєю, то коефiцiєнти вiдповiдного рiвняння не
є сталими, а залежать вiд просторової та часової змiнних i малого параметра
(при старших похiдних). Як наслiдок, чи не єдиним методом дослiдження та-
ких рiвнянь є асимптотичний аналiз, за допомогою якого можна побудувати їх
асимптотичнi солiтоноподiбнi розв’язки [1, 2, 3].

У данiй доповiдi на прикладах сингулярно збурених рiвнянь Кортевега-де
Фрiза i регуляризованого рiвняння Кортевега-де Фрiза (рiвняння Benjamine-
Bona-Mahony) продемонстровано алгоритм побудови їх асимптотичного Σ – розв’яз-
ку, який за своїми асимптотичними властивостями подiбний багатосолiтонним
розв’язкам рiвнянь iнтегровного типу зi сталими коефiцiєнтами, тобто розв’яз-
кам, якi при великих значеннях незалежних змiнних (при |x+ t| → +∞) є асим-
птотичною сумою односолiтонних розв’язкiв.

[1] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi багатофазовi Σ –
розв’язки сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiнними
коефiцiєнтами // Укр. мат. вiсник. – 2014. – 11, 1. – C. 87 – 108. (In Engli-
sh: Asymptotic multiphase Σ-solutions to the singularly perturbed Korteweg-de
Vries equation with variable coefficients // Journal of Mathematical Sciences. –
2014. – 200, 3. – P. 358 – 373.)

[2] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi m-фазовi солiтоноподi-
бнi розв’язки сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiн-
ними коефiцiєнтами // Укр. мат. журн. – 2012. – 64, 7. – C. 970 – 987; 64,
8. – C. 1089 – 1105. (In English: Asymptotic m-phase soliton-type solutions of
a singularly perturbed Korteweg-de Vries equation with variable coefficients //
Ukrainian Mathematical Journal. – 2012. – 64, 7. – P. 1109 – 1127; 2013. – 64,
8. – P. 1241 – 1259.).
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[3] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi Σ – розв’язки сингуляр-
но збуреного рiвняння Benjamine-Bona-Mahony зi змiнними коефiцiєнтами
// Укр. мат. журн. – 2018. – 70, 2. – C. 227 – 245.

Лiдiя Сергєєва

Побудова глобального розв’язку деякого
неоднорiдного рiвняння з частинними
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Чернiвцi, Україна
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Описано алгоритм побудови глобального розв’язку та наведено умови його
iснування для деякого неоднорiдного рiвняння нейтрального типу з частинними
похiдними iз вiдхиленням за часом вигляду

ut(x, t) = p(t)uxx(x, t+ µ) + r(t)ut(x, t+ µ) + q(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

з нульовими крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, (2)

де Q = {(x, t) : 0 < x < l, t ∈ R}, p(t), r(t) – неперервнi функцiї на R, причому
вiдхилення µ достатньо мале.

Припускається, що функцiя q(x, t) може бути представлена у виглядi суми
перших n доданкiв ряду Фур’є.

Глобальний розв’язок u(x, t) задачi (1), (2) знайдено у виглядi

u(x, t) =

n∑
k=1

sin
kπx

l
Tk(t),

де Tk(t) – розв’язок лiнiйного рiвняння T ′k(t) + p̄k(t)Tk(t)− q̄k(t) = 0, k ≤ n, t ∈
R. Для знаходження коефiцiєнтiв p̄k та q̄k було застосовано метод послiдовних
наближень.

Отримано умови, при виконаннi яких даний метод побудови глобального
розв’язку (1), (2) є застосовним.

Запропонований метод було використано при дослiдженнi деяких iнших типiв
рiвнянь [1], [2].

[1] L. M. Sergeeva, About global solutions of partial differential equation with devi-
ating argument in the time variable, ROMAI J., v.11, no.2(2015), pp. 109–118.

[2] Сергєєва Л.М. Про глобальний розв’язок деякого неоднорiдного диференцi-
ального рiвнянння з частинними похiдними, що мiстить вiдхилення за
часом // Буковинський математичний журнал. – 2017. – 5, № 1-2. – C. 123-
129.
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E-mail: V.E.Slyusarchuk@gmail.com

Рух матерiальних точок M0,M1, . . . ,Mn з масами m0,m1, . . . ,mn по вiдно-
шенню до нерухомої прямокутної системи координат описується системою ди-
ференцiальних рiвнянь iз запiзнювальним аргументом

mi
d2ri(t)

dt2
=

=
∑

j∈{0,1,...,n}\{i}

Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
(rj(t− τji(t))− ri(t)),

i = 0, n,

(1)

де ri(t) – векторна функцiя, що визначає положення точки Mi в момент часу t,
τji(t) – функцiя, що задовольняє спiввiдношення

cτji(t) = |rj(t− τji(t))− ri(t)|

(тут c – швидкiсть гравiтацiї), i

Gmimj

|rj(t− τji(t))− ri(t)|3
(rj(t− τji(t))− ri(t))−

сила тяжiння, спричинена притягуванням точкиMi точкоюMj (на пiдставi зако-
ну всесвiтнього тяжiння й урахування запiзнювання
τji(t) гравiтацiї).

При n = 9 система рiвнянь (1) є математичною моделлю Сонячної системи
[1].

Наведено властивостi розв’язкiв розглянутої системи рiвнянь.

[1] Слюсарчук В. Ю. Математична модель Сонячної системи з урахуванням
швидкостi гравiтацiї // Нелiнiйнi коливання. – 2018. – 21, № 2. – С. 238–
261.
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E-mail: L.M.Sliusarchuk@nuwm.edu.ua

Нехай E – банаховий простiр iз нормою ‖·‖E ,m – довiльне натуральне число,
F : E → E – C0-вiдображення, ϕ : Em → E – C1-вiдображення i q ∈ [0, 1).

Розглянемо диференцiально-рiзницеве рiвняння

d(x(t+ 1)− ϕ(x(t), x(t− 1), . . . , x(t−m+ 1)))

dt
=

= F (x(t)− ϕ(x(t− 1), x(t− 2), . . . , x(t−m))), t > 0. (1)
Вважаємо, що F (0) = 0, нульовий розв’язок рiвняння

dz(t)

dt
= F (z(t− 1)), t > 0,

є глобально асимптотично стiйким i справджується спiввiдношення

‖ϕ(x1, x2, . . . , xm)− ϕ(y1, y2, . . . , ym)‖E 6

6 qmax {‖x1 − y1‖E , ‖x2 − y2‖E , . . . , ‖xm − ym‖E}

для всiх x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , ym ∈ E.
Показано, що всi розв’язки рiвняння (1) є асимптотично сталими.
При дослiдженнi рiвняння (1) використовуються результати робiт [1]–[3].

[1] Слюсарчук В. Ю. Абсолютна стiйкiсть динамiчних систем iз пiслядi-
єю. – Рiвне: Вид-во Нац. ун-ту водн. госп-ва та природокористування, 2003. –
366 с.

[2] Слюсарчук Л. М. Нелiнiйнi диференцiально-рiзницевi рiвняння з асимп-
тотично сталими розв’язками // Буковинський математичний журнал. –
2016. – 4, № 1–2. – C. 143–144.

[3] Дороговцев А.Я. Математический анализ. Краткий курс в современном
изложении. – Киев: ,,Факт“, 2004. – 560 с.
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Україна
E-mail: angela.stehun@gmail.com

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)yL(y), (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[- неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞, L :
∆Y0

−→]0,+∞[ – повiльно змiнна при y → Y0 неперервна функцiя, Y0 дорiвнює
або нулю, або ±∞, ∆Y0 - деякий одноcтороннiй окiл Y0.

В силу властивостей повiльно змiнних функцiй (див. [1], роздiл 1) рiвняння
(1) є асимптотично близьким до лiнiйного диференцiального рiвняння

y′′ = α0p(t)y,

i тому викликає значний теоретичний iнтерес.
Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати Pω(Y0, λ0)– розв’язком, де −∞ ≤

λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений в деякому лiвому околу ω i задовольняє умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y(k)(t) =

{
або 0,
або ±∞, (k = 1, 2),

lim
t↑ω

[y′′(t)]2

y′′′(t)y′(t)
= λ0.

Для кожного з можливих значень λ0 встановлюються необхiднi та достатнi
умови iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, λ0)- розв’язкiв. Крiм того, одержуються
асимптотичнi формули при t ↑ ω для цих розв’язкiв та їх похiдних першого
порядку.

[1] Сенета Е. Правильно меняющиеся функции. – М.: Наука. – 1985. – 144с.
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Юрiй Теплiнський

Метод функцiї Грiна–Самойленка у
дослiдженнi iнварiантних торiв

еволюцiйних рiвнянь, визначених у
просторах обмежених числових

послiдовностей
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,

Кам’янець-Подiльський, Україна
E-mail: triton1950@ukr.net

У цiй доповiдi обговорюється застосування методу функцiї Грiна-Самойленка
для побудови i дослiдження властивостей iнварiантних торiв еволюцiйних рiв-
нянь у просторах обмежених числових послiдовностей. Розглянуто лiнiйнi, ква-
зiлiнiйнi та нелiнiйнi рiзницевi рiвняння з параметрами, що визначенi на скiнчен-
новимiрних та нескiнченновимiрних торах i мiстять незалежнi вiдхилення дис-
кретного аргументу. Для цих рiвнянь дослiджено умови iснування та властивостi
гладкостi iнварiантних торiв. Аналогiчнi результати отримано для диференцiально-
рiзницевих рiвнянь з параметрами, що визначенi на нескiнченновимiрних торах i
мiстять нескiнченну кiлькiсть сталих рiзнознакових вiдхилень скалярного аргу-
менту. Для побудови iнварiантних торiв лiнiйних систем застосовано метод уко-
рочення, тобто функцiю, що визначає вiдповiдний iнварiантний тор, подано у
виглядi границi послiдовностi функцiй, кожна з яких визначає iнварiантний тор
укороченої системи при необмеженому зростаннi порядку укорочення. Зауважи-
мо, що багато результатiв з вказаної тематики та сумiжних з ними опублiковано
в роботах [1–3].

[1] Samoilenko A.M. and Teplinskii Yu.V. Countable Systems of Differential Equati-
ons. – Utrecht-Boston: VSP, 2003. – 287 p.

[2] Samoilenko A.M., Teplinskii Yu.V. Elements of Mathematical Theory of Evoluti-
onari Equations in Banach Spaces. – Singapore: World Scientific. Series A,
Volume 86, 2013. – 400 p.

[3] Теплiнський Ю.В. Iнварiантнi тори диференцiально-рiзницевих рiвнянь у
просторах обмежених числових послiдовностей. – Кам’янець-Подiльський:
Препр. / МОН України, Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет
iменi Iвана Огiєнка, 2015. – 130 с.
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Властивостi та застосування операторiв
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Нехай n,N, b1, . . . , bn — заданi натуральнi числа; ~2b := (2b1, . . . , 2bn); s—
найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn; mj := s/bj , j ∈ {1, . . . , n}; ‖k‖ :=∑n
j=1 mjkj , якщо k := (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ – n-вимiрний мультиiндекс; Rn+ := {x ∈

Rn|xn > 0}, Π+
T := {(t, x) ∈ Rn+1|t ∈ (0, T ], x ∈ Rn+}, Π′T := {(t, x′) ∈ Rn|t ∈

(0, T ], x′ ∈ Rn−1}, якщо T – задане додатне число.
В областi Π+

T розглядається така крайова задача:

(IN∂t −
∑
‖k‖=2s

ak∂
k
x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+, (1)

∑
2sk0+‖k‖=rj

bjk0k∂
k0
t ∂kxu(t, x)|xn=0 = gj(t, x

′), (2)

(t, x′) ∈ Π′, j ∈ {1, . . . ,m},
u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn+, (3)

де u, f i φ — матрицi-стовпчики висоти N ; ak i bjk0k — сталi матрицi вiдповiдно
розмiру N × N i 1 × N ; IN — одинична матриця порядку N ; g1, . . . , gm— ска-
лярнi функцiї; r1, . . . , rm — невiд’ємнi цiлi числа. Припускається, що система (1)
рiвномiрно ~2b-параболiчна за Ейдельманом, а крайовi умови (2) задовольняють
умову доповняльностi [1].

Для задачi (1)–(3) побудовано матрицю Грiна й дослiджено властивостi її та
породжених нею операторiв Грiна. Цi властивостi застосовано до встановлення
коректної розв’язностi задачi (1)–(3) у просторах Гельдера.

[1] Турчина Н.I., Iвасишен С.Д. Про модельну крайову задачу з векторною
вагою // Буковинський математичний журнал. – 2017. – 5, № 3-4. – C. 163–
167.
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Cтiйкiсть тривiального тору для одного
класу нелiнiйних багаточастотних систем

1 Унiверситет Кайзерслаутерна, Нiмеччина
E-mail: petro.feketa@mv.uni-kl.de

2 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна
E-mail: olena.kap@gmail.com

3 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна
E-mail: perestyuknn@gmail.com

Фундаментальнi результати якiсної теорiї багаточастотних коливань були
одержанi в роботах А.М. Самойленка [1]. В даннiй роботi встановлено новi умо-
ви експоненцiйної стiйкостi тривiального тору нелiнiйних розширень динамiчної
системи на торi, якi формулюються в термiнах квадратичних форм, знакосталих
не на всьому торi, а лише на множинi неблукаючих точок динамiчної системи
на торi. В прямому добутку Tm × Rn розглядається система диференцiальних
рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, x)x, (1)

де P обмежена i локально лiпшицева, a - глобально лiпшицева.
Cистема ϕ̇ = a(ϕ) породжує динамiчну систему ϕt(ϕ) на Tm, множину не-

блукаючих точок якої будемо позначати Ω.
Позначимо для ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn

Ŝ(ϕ, x) =
∂S

∂ϕ
a(ϕ) +

∂S

∂x
(P (ϕ, x)x) + SP (ϕ, x) + PT (ϕ, x)S, (2)

де S = S(ϕ, x) - симетрична матриця з класу C1(Tm × Rn).

Теорема 1 Нехай iснує симетрична матриця S = S(ϕ, x) з класу C1(Tm×Rn)
така, що виконуються умови

∀ ϕ ∈ Ω S(ϕ, 0) > 0, Ŝ(ϕ, 0) < 0. (3)

Тодi тривiальний тор системи (1) експоненцiйно стiйкий.

[1] Самойленко А. М. Элементы математической теории многочастотных
колебаний. – M: Наука, 1987.
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Розглядається слабкозбурена лiнiйна крайова задача для слабкосингулярно-
го iнтегрального рiвняння

x(t) = f(t) +

b∫
a

H(t, s)

|t− s|γ
x(s)ds+ ε

b∫
a

H(t, s)

|t− s|β
x(s)ds, (1)

lx(·) = α+ εJx(·). (2)
Тут H(t, s), H(t, s) — обмеженi в областi [a, b]× [a, b], 0 < γ, β < 1, f ∈ L2[a, b],

x ∈ L2[a, b], l = col
(
l1, l2, . . . , lp

)
: L2[a, b]→ Rp i J = col

(
J1, J2, . . . , Jp

)
:

L2[a, b] → Rp – обмеженi лiнiйнi векторнi функцiонали, lν , Jν : L2[a, b] → R,
α = col

(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp, ε << 1 - малий параметр.

Використовуючи методи теорiї слабкозбурених операторних крайових задач
з нетеровою лiнiйною частиною [1], [2], знайдено умови бiфуркацiї розв’язкiв
крайової задачi (1), (2), при умовi, що породжуюча задача (1), (2), тобто задача

x(t) = f(t) +

b∫
a

K(t, s)x(s)ds,

lx(·) = α

не має розв’язку.
Побудовано загальний вигляд розв’язку задачi (1), (2) у виглядi частини

степеневого ряду з сингулярнiстю, який збiгається при фiксованому, достатньо
малому параметрi.

[1] Boichuk A.A., Samoilenko A.M., Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems, VSP, Utrecht, Boston, 2004.; 2nd edition, Walter de
Gruyter GmbH & Co KG, 2016. – 314 p.

[2] Вишик М.И., Люстерник Л.А. Решение некоторых задач о возмущениях
в случае матриц и самосопряженных и несамосопряженных дифференци-
альных уравнений // УМН. – 1960. – 15, вып. 3. – C. 3––80.

104



Микола Фiлiпчук

Про розв’язнiсть i наближену побудову
розв’язку однiєї крайової задачi

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна

E-mail: filko@ukr.net

Розглядається двоточкова крайова задача для системи диференцiальних рiв-
нянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), x(λ2(t)), ..., x(λk(t))), (1)

Ax(0) +Bx(T ) = d, (2)

det(A+B) 6= 0, (3)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f – n-вимiрнi вектор-функцiї (n ∈ N); λi : [0, T ] →
[0, T ] (i = 1, k) – довiльнi неперервнi вiдображення (k ∈ N); A i B – сталi n × n
матрицi; d – сталий n-вимiрний вектор.

Для дослiдження крайової задачi (1)-(3) запропоновано модифiкацiю чисельно-
аналiтичного методу А.М. Самойленка [1], де вiдсутнє визначальне рiвняння.

Отримано достатнi умови iснування єдиного розв’язку x∗(t) крайової задачi
(1)-(3) та оцiнку похибки побудованих його послiдовних наближень xm(t).

Вiдзначимо, що у працi [2] за допомогою традицiйного варiанту чисельно-
аналiтичного методу з визначальним рiвнянням дослiджено крайову задачу (1),(2)
у випадку, коли для деяких фiксованих дiйсних чисел k1 6= k2 виконується спiв-
вiдношення

det(k1A+ k2B) 6= 0.

Таким чином, анонсований отриманий результат логiчно доповнює та завер-
шує дослiдження, розпочатi у працi [2].

[1] Самойленко А.М., Ронто Н.И. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. – К.: Наук.
думка, 1992. – 280 c.

[2] Фiлiпчук М.П. Двоточкова крайова задача для системи з багатьма пе-
ретвореними аргументами // Бук. мат. журн. – 2017. – Т. 5, № 1-2. –
C. 139-143.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y
′′′

= α0p(t)y| ln |y||σ , (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω) −→ (0,+∞) – неперервна функцiя, σ ∈ R, ∞ < a < ω ≤
+∞.

Рiвняння (1) належить класу рiвняннь вигляду

y
′′′

= α0p(t)L(y), (2)

в якому α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω) −→ (0,+∞) – неперервна функцiя, ∞ < a < ω ≤
+∞, функцiя L неперервна, додатня та в деякому сенсi близька до лiнiйної в
односторонньому околi ∆Y0

нулевої точки або ±∞.
Розв’язок y рiвняння (1), заданий на промiжку [ty , w) ⊂ [a, ω) називаємо

Pω(λ0)-розв’язком, якщо вiн задовольняє наступнi вимоги:

lim
t↑ω

y(k)(t) =

{
либо 0,
либо ±∞, (k = 0, 1, 2), lim

t↑ω

[y
′′

(t)]2

y′′′ (t)y′ (t)
= λ0

У роботi [1] було отримано результати у випадку, коли значення λ0 ∈ R\{0, 1,−1, 1
2
}.

Встановлено умови iснування у рiвняння (1) Pω(±∞)-розв’язкiв, а також Pω(λ0)-
розв’язкiв у критичних випадках, тобто для значень λ0 ∈ {0, 1,−1, 1

2
}. Для

кожного з таких граничних значень отримано умови iснування у рiвняння (1)
Pω(λ0)-розв’язкiв, а також асимптотичнi розвиненя при t ↑ ω розв’язкiв та їх
похiдних до другого порядку.

[1] Шинкаренко В. Н., Шарай Н.В. Асимптотическое поведение решений
обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка, близких к
линейным // Нелiнiйнi коливання, - 2015. - Том 18, № 1. - С. 133-144.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ0(y)ϕ1(y′), (1)

у якому α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞), ϕi : ∆Yi →
]0,+∞[ (i ∈ {0, 1}) — неперервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi – однобiчний окiл
Yi. Крiм того, вважаємо, що функцiя ϕ1 є правильно змiнною ( [1], с. 17) при z →
Y1 (z ∈ ∆Y1 ) порядку σ1, а функцiя ϕ0 двiчи неперервно диференцiйовна, строго

монотонна на ∆Y0
та така, що lim

y→Y0
y∈∆Y0

ϕ0(y) ∈ {0,+∞}, lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ0(y)ϕ′′0 (y)(
ϕ′0(y)

)2 = 1.

З цих умов випливає, що функцiя ϕ0 та її похiдна першого порядку є швидко
змiнними при y → Y0( [1], с.139) та належать класу функцiй Γ який був введений
Л. Ханом ( [1], с.75), а також класу ΓY0 (Z0), який був введений у роботi [2] як
узагальнення класу Γ.

Встановленi необхiднi i достатнi умови iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, Y1,±∞)-
розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при t ↑ ω для цих розв’язкiв та їх
похiдних першого порядку. При цьому було застосовано методику, що викори-
стовувалась у роботi [2] при дослiдженнi рiвнянь виду (1), де ϕ1 ≡ 1.

[1] Bingham N.H., Goldie C.M., Teugels J.L., Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications// Cambridge university press, – Cambridge,
– 1987.

[2] Евтухов В.М., Черникова А.Г. It Асимптотическое поведение решений
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с быстро ме-
няющимися нелинейностями//Укр.Мат. Ж. – 2017. – 69, № – 10. - С. 1345
- 1363.
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Схема апроксимацiї лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь послiдов-
нiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь уперше запропонована М. М.
Красовським [1] при дослiдженнi задачi про синтез оптимального регулятора
в системах iз запiзненням. Точнiсть апроксимацiї нелiнiйних диференцiально-
рiзницевих рiвнянь iз запiзненням дослiджена Ю. М. Рєпiним [2], який розгля-
нув апроксимацiю скалярного елемента запiзнення у випадку, коли його вхiдна
функцiя є диференцiйованою або задовольняє умову Лiпшиця.

Подальше вивчення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь в
просторах неперервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено у працях I.
М. Черевка та Л. А. Пiддубної [3-4]. Аналiз точностi апроксимацiї векторного
елемента запiзнення для рiзних вхiдних функцiй та узагальнення схем апрокси-
мацiї для систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого i нейтраль-
ного типiв розглянуто в роботах I. М. Черевка та О. В. Матвiя [5,6].

Побудова та обгрунтування схем апроксимацiї лiнiйних та квазiлiнiйних ди-
ференцiально-функцiональних рiвнянь послiдовнiстю систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь дослiджено в роботах I.М. Черевка та С.А. Iлiки [7,8].

Вивчення зв’язкiв мiж диференцiально-рiзницевими рiвняннями i вiдповiд-
ними апроксимуючими системами звичайних диференцiальних рiвнянь дозво-
лили запропонувати алгоритми розв’язання ряду прикладних задач. У роботах
[3-5] запропоновано схеми апроксимацiї неасимптотичних коренiв квазiполiномiв
лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь, а методика дослiдження стiйкостi
розв’язкiв таких рiвнянь наведена в роботах [5,9]. Конструктивнi алгоритми по-
будови областей стiйкостi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями одержанi в
[10].

[1] Красовский Н.Н. Об аппроксимации одной задачи аналитического кон-
струирования регуляторов в системе с запаздыванием // ПММ. – 1964. –
29, № 4. – С. 716–725.

[2] Репин Ю. М. О приближенной замене систем с запаздыванием обыкно-
венными дифференциальными уравнениями. – ПММ. – 1965. – 29, №2. –
С. 226–245.

[3] Cherevko I.M., Piddubna L.A. Approximations of differential-difference equati-
ons and calculations of nonasymptotic roots of quasipolynomials // Revue
d’analyse numerique et de theorie de l’approximations. – 1999. – 28, N1. –
P. 15–21.
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[4] Пiддубна Л.А., Черевко I.М. Апроксимацiя систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь системами звичайних диференцiальних рiвнянь // Не-
лiнiйнi коливання. – 1999. – 2, №1. – C. 42–50.

[5] Матвiй О.В., Черевко I.М. Про апроксимацiю систем iз запiзненням та їх
стiйкiсть // Нелiнiйнi коливання. – 2004. – 7, №2. – C. 208–216.

[6] Матвiй О.В., Черевко I.М. Про наближення систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь нейтрального типу системами звичайних диференцi-
альних рiвнянь // Нелiнiйнi коливання. – 2007. – 10, №3. – C. 329–335.

[7] Iлiка, С.А. МатвiйО.В. Пiддубна Л.А. Апроксимацiя систем лiнiйних
диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального типу // Науковий
вiсник Чернiвецького унiверситету. Серiя : Математика : зб. наук. праць. –
Чернiвцi : ЧНУ, 2012. – Т.2, №1. – C. 35–39.

[8] Iлiка С.А., Черевко I.М. Апроксимацiя нелiнiйних диференцiально-
функцiональних рiвнянь // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2012. – 55,
№1. – С. 39–48.

[9] Матвiй О.В., Пернай С.А., Черевко I.М. Про стiйкiсть лiнiйних систем
iз запiзненням // Науковий вiсник Чернiвецького унiверситету : зб. наук.
праць. – Чернiвцi : Рута, 2008. – Вип. 421: Математика. – C. 66–70.

[10] Клевчук I.I., Пернай С.А., Черевко I.М. Побудова областей стiйкостi лi-
нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь // Доповiдi НАН України, 2012.
– 7. – С. 28–34.
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Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)ϕ(y), (1)

де α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[- неперервна функцiя, −∞ < a < ω ≤ +∞,
ϕ : ∆Y0

−→]0,+∞[ – двiччi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

ϕ′(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0
, lim

y→Y0
y∈∆Y0

ϕ(y) =

{
або 0,
або +∞,

lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ(y)ϕ′′(y)

ϕ′2(y)
= 1,

Y0 дорiвнює або нулю, або ±∞, ∆Y0
- деякий одноcтороннiй окiл Y0.

З умов на функцiю ϕ безпосередньо випливає (див. [1], роздiл 3, С. 91-92) що
вона та її похiдна першого порядку є швидко змiнними функцiями при y → Y0.

Розв’язок y диференцiального рiвняння (1) називається Pω(Y0, λ0)– розв’яз-
ком, де −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, якщо вiн визначений в деякому лiвому околу ω i
задовольняє наступнi умови

lim
t↑ω

y(t) = Y0, lim
t↑ω

y′(t) =

{
або 0,
або ±∞, lim

t↑ω

y′2(t)

y′′(t)y(t)
= λ0.

Для кожного з можливих значень λ0 встановлюються необхiднi та доста-
тнi умови iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, λ0)- розв’язкiв, а також одержуються
асимптотичнi формули при t ↑ ω для цих розв’язкiв та їх похiдних першого
порядку.

[1] Marić V. Regular Variation and Differential Equations. Lecture Notes in
Mathematics 1726. –Springer-Verlag, Berlin Heidelberg. – 2000. – 128p.
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Наша доповiдь присвячена питанням дослiдження розв’язкiв крайових T-
перiодичних задач для рiвнянь у частинних похiдних гiперболiчного типу

utt(t, x)− a2uxx(t, x) = F (t, x, ut(t, x), ux(t, x)).

Це пов’язано з тим, що методика академiка А.М. Самойленко [1] не повнiстю по-
ширена для вказаних рiвнянь. Нами на основi аналiтичної формули розв’язкiв
крайових T- перiодичних задач [2] вказано новий пiдхiд дослiдження даної про-
блеми. Розвинуто теорiю дослiдження математичного моделювання крайових T-
перiодичних задач.

[1] Самойленко А. М., Ронто Н. И. Численно-аналитические методы исследо-
вания периодических решений. – Київ:: Вища школа, 1976. - 184 c.

[2] Митропольский Ю. А., Хома Г. П.,Громяк М. И. Асимптотические мето-
ды исследования квазиволновых уравнений гиперболического типа. – Київ:
Наук. думка, 1991. – 232 c.
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Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв [1]

z(t) ∈ C1
n[a, b] := C1[a, b]⊗ Rn

лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи [2, 3]

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), f(t) ∈ C[a, b]; (1)

тут
A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] := C[a, b]⊗ Rm×n

— неперервнi матрицi. МатрицюA(t) припускаємо, взагалi кажучi, прямокутною:
m 6= n, або квадратною та виродженою.

Знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора
Грiна задачi Кошi для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи. Знайдено
достатнi умови для зведення диференцiально-алгебраїчної системи до послiдов-
ностi систем звичайних диференцiальних та алгебраїчних рiвнянь без викори-
стання центральної канонiчної форми та досконалих пар и трiйок матриць [3].
Побудовано класифiкацiю, а також єдину схему знаходження розв’язкiв лiнiйних
диференцiально-алгебраїчних систем.

[1] BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016.
— 298 p.

[2] Campbell S.L. Singular Systems of differential equations. — San Francisco –
London – Melbourne: Pitman Advanced Publishing Program. — 1980. — 178 p.

[3] Чуйко С.М. О понижении порядка в дифференциально алгебраической си-
стеме // Укр. мат. вестник. — 2018. — 14. — №1. — P. 13 — 25.

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки МОН України (номер державної
реєстрацiї 0115U003182).
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Знайдено умови iснування розв’язкiв [1, 2]

Z(t) ∈ C1
α×β{[a, b] \ {τi}I} := C1{[a, b] \ {τi}I} ⊗ Rα×β , i = 1, 2, . . . , p

матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

AZ′(t) = BZ(t) + F (t), t 6= τi, LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (1)

Тут
AZ′(t) : C1

α×β{[a, b] \ {τi}I} → Cγ×δ{[a, b] \ {τi}I},

BZ(t) : C1
α×β{[a, b] \ {τi}I} → C1

γ×δ{[a, b] \ {τi}I}
— оператори, якi для будь-яких скалярних функцiй ζ(t), ξ(t) та сталих матриць
Ξ1,Ξ2 ∈ Rα×β забезпечують рiвностi

A(ζ′(t)Ξ1 + ξ′(t)Ξ2)(t) = ζ′(t)A(Ξ1)(t) + ξ′(t)A(Ξ2)(t),

B(ζ(t)Ξ1 + ξ(t)Ξ2)(t) = ζ(t)B(Ξ1)(t) + ξ(t)B(Ξ2)(t).

Тут також LZ(·) — лiнiйний обмежений функцiонал:

LZ(·) :=

p∑
i=0

`iz(·) : C1
α×β{[a, b] \ {τi}I} → Rµ×ν ,

де `iz(·) : C1
α×β [τi, τi+1[→ Rµ×ν , i = 0, . . . , p−1, τ0 := a, `pz(·) : C1

α×β [τp, b]→
Rµ×ν — лiнiйнi обмеженi матричнi функцiонали. Крiм того F (t) ∈ Cγ×δ{[a, b] \
{τi}I}.

[1] BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016.
— 298 p.

[2] ЧуйкоС.М., ДзюбаМ.В. Матричная дифференциально-алгебраическая кра-
евая задача с импульсным воздействием // Нелiнiйнi коливання. – 2017. –
20, № 4. — C. 564 — 573.

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки МОН України (номер державної
реєстрацiї 0115U003182).
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Знайдено умови iснування розв’язкiв [1, 2, 3]

Z(t) ∈ D2
α×β [a; b] := D2[a; b]⊗ Rα×β , Z′(t) ∈ L2

α×β [a; b] := L2[a; b]⊗ Rα×β

матричної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi для рiвняння типу Фре-
дгольма з вирожденим ядром

Z′(t) = Φ(t)

∫ b

a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z′(s)

]
Ψ(t) ds+ F (t),LZ(·) = A. (1)

Тут
Φ(t) ∈ L2

α×γ [a; b], A(t), B(t) ∈ L2
γ×α[a; b], Ψ(t) ∈ L2

β×β [a; b];

LZ(·) — лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : D2
α×β [a; b]→ Rµ×ν , F (t) ∈ L2

α×β [a; b], A ∈ Rµ×ν .

Взагалi кажучи, припускаємо α, β, γ, µ, ν ∈ N — довiльнi натуральнi числа. За-
пропонованi умови розв’язностi, а також конструкцiя узагальненого оператора
Грiна матричної iнтегрально-диференцiальної крайової задачi (1) узагальнюють
умови розв’язностi та конструкцiю узагальненого оператора Грiна iнтегрально-
диференцiальної крайової задачi [2].

[1] BoichukA.A., SamoilenkoA.M. Generalized inverse operators and Fredholm
boundary-value problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016.
— 298 p.

[2] СамойленкоА.М., БойчукО.A., КривошеяС.А. Крайовi задачi для систем
лiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродже-
ним ядром // Укр. мат. журн. –– 1996. — 48, № 11. – С. 1576 — 1579.

[3] ЧуйкоС.М., ЧуйкоО.С., ЧечетенкоВ.О. Оператор Грiна матричної
iнтегрально-диференцiальної крайової задачi // Працi IПММ 2017. — 31.
— 2017. — С. 151 — 162.

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки МОН України (номер державної
реєстрацiї 0115U003182).
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На ймовiрнiсному базисi (Ω,F,F := {Ft ∈ F, t ≥ 0},P) розглядається ди-
намiчна система випадкової структури зi скiнченною пiслядiєю, яка задається
стохастичним диференцiальним рiвнянням

dx(t) = α · a(t, xt, ξ(t))dt+ b(t, xt, ξ(t))dw(t) (1)

з початковими умовами

x0 = ϕ(θ) ∈ D, ξ(0) = y ∈ Y (2)

Тут x(t) ∈ Rm, xt := x(t + θ), −τ ≤ θ ≤ 0, t ≥ 0; D := D([−τ, 0],Rm) –
простiр Скорохода неперервних справа функцiй, якi мають лiвостороннi границi;
ξ – марковський процес зi значеннями в просторi (Y,Y) i генератором Q; w –
стандартний вiнерiв процес; α – обмежена випадкова величина; причому ξ, w i α
незалежнi в сукупностi.

Функцiонали a : R+×D×Y → Rm i b : R+×D×Y → Rm є вимiрними за суку-
пнiстю змiнних i в будь-якiй скiнченнiй областi ‖xt‖ < H(‖xt‖ := sup

−τ≤θ≤0
|x(tθ)|)

задовольняють умови Лiпшиця i обмеженостi.
Для системи (1), (2) установлено достатнi умови iснування функцiонала Ля-

пунова-Красовського за умови, що вона є асимптотично стiйкою за ймовiрнiстю.
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Many applications of set-valued mappings are associate with the solutions of the
following problems:

Problem 1. Let θ : X −→ Y be a set-valued mapping and P be a property of
set-valued mappings. Under which conditions on X, Y , θ there exist a dense Gδ-
subspace Z of X and a set-valued mapping ϕ : Z −→ Y with property P such that
ϕ(x) ⊂ θ(x) for each x ∈ Z?

Let ω = {0, 1, 2, . . .}. A topological game is an infinite game of perfect information.
These games are typically played between two players:
Player α and Player β. They take turns in choosing special elements
(points, subsets, families of sets etc) from a fixed space X. This process defines an
infinite sequence E0, E1, E2, . . . , En, . . . of the special elements, where the elements
E2n are choosing by the Player α and the elements E2n+1 are choosing by the Player
β. Player α starts the play. Any such infinite sequence {En : n ∈ ω = {0, 1, 2, . . .}}
is called a party or a play of the game. In addition, we have a family Win of the
sequences which has the given property. Player β is said to win the party if the
sequence {En : n ∈ ω} is in Win. Player α wins otherwise. A strategy for Player β
in the game is a function s(n,E0, E1, . . . , E2n) defined for any n ∈ ω and any finite
sequence E0, E1, . . . , E2n of special elements of X. A party {En : n ∈ ω} is said to be
played according to strategy s if E2n+1 = s(n,E0, E1, . . . , E2n) for any n ∈ ω. The
strategy s for Player β is said to be winning if for every play according to strategy
s results in a win for him. A stationary strategy is a strategy which depends on the
opponent’s last move only.

Problem 2. Fix a topological game on topological spaces. Under
which conditions on a space X there exists a winning strategy for the given player?

We study the topological games GM(X,S) with some applications in optimizati-
on, differentiability of functionals and set-valued analysis. This game is a modification
of the game of Banach and Mazur. The game GM(X,S) on a topological space X
is played as follows. The players choose alternately a sequence U0, U1, U2, . . . of non-
empty open subsets of the space X so that: Un+1 ⊂ Un for each n ∈ ω; the sets
{U2n : n ∈ ω} are chooses by the first Player α; the sets {U2n+1 : n ∈ ω} are selected
by the second Player β.

The Player β wins the play (party) {Un : n ∈ ω} in the game GM(X,S) if and
only if either (i) F = ∩{Un : n ∈ ω} is the empty set or (ii) F = ∩{Un : n ∈ ω} is a
singleton subset.

The Player β wins the play (party) {Un : n ∈ ω} in the game GMc(X,S) if and
only if ∩{Un : n ∈ ω} is a singleton subset and {Un : n ∈ ω} is a base of X at this
point.
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A metric d on a space X fragmentable open subsets if for any non-empty open
subset U of X and ε > 0 there exists an open subset V = V (U, d, ε) of X such that
V ⊂ U and diam(V ) ≤ ε.

Theorem 1. For a regular space X the following assertions are equivalent:
1. On X there exists a metric which fragmentable open subsets.
2. The Player β has a winning strategy in the game GM(X,S).
3. The Player β has a stationary winning strategy in the game GM(X,S).
4. For any quasi-open minimal set-valued mapping F : Y −→ X of a complete
metrizable space Y into a space X the set Y1 = {y ∈ Y : |F (y)| ≤ 1} contains a
decse Gδ-subset of the space Y .
5. For any quasi-open minimal set-valued mapping F : Y −→ X of a space Y into
a space X the set Y2 = {y ∈ Y : |F (y)| ≥ 2} is a subset of the first category of the
space Y .
6. There exists a subset Z of the first category of the space X such that on Y =
X \ Z there exists a metric which fragmentable open subsets.

A metric d on a space X strongly fragmentable open subsets if for any non-empty
open subset U of X and ε > 0 there exist a point x = p(U, ε) ∈ U , a number δ > 0
and an open subset V = V (U, d, ε) of X such that δ ≤ ε and x ∈ V ⊂ B(x, d, δ) ⊂ U .
A metric d on a space X continuously fragmentable open subsets if: the metric d
strongly fragmentable open subsets of X; if {Un : n ∈ ω} is a sequence of open
subsets, x ∈ ∩{Un : n ∈ ω}, Un+1 ⊂ Un and diamd(Un) < n−1 for each n ∈ ω, then
the sequence {Un : n ∈ ω} is a base of the space X at the point x.

Let X be a Tychonoff space and C(X) be Banach space of continuous bounded
function on X with the norm supremum{|f(x)| : x ∈ X}. For any function f ∈ C(X)
we put mX(f) = infimum{f(x) : x ∈ X}. Each function f ∈ C(X) determine a
minimization problem: find x0 ∈ X with f(x0) = mX(f). We designate this problem
by (X, f). The minimization problem (X, f) is is said to be Tychonoff well-posed if
it has a unique solution x0 and xn → x0 whenever f(xn)→ mX(f). We put G∗(X)
= {g ∈ C(X) : the function mX is Gâteaux differentiable at g} and Twp(X) =
{g ∈ C(X) : the minimization problem (X, g) is Tychonoff well-posed}.

Theorem 2. For a Tychonoff spaceX the following assertions are equivalent:
1. On X there exists a complete metric which continuously fragmentable open

subsets.
2. The space X contains a dense complete metrizable subspace.
3. The Player β has a winning strategy in the topological game GMc(X,S).
4. The set Twp(X) contains a dense Gδ-subset of the space C(X).
5. The set G∗(X) contains a dense Gδ-subset of the space C(X).
6. For any quasi-open minimal set-valued mapping F : Y −→ X with closed non-

empty images F (y), y ∈ Y , of a space Y with the Baire property into a space X
the set S = {y ∈ Y : |F (y)| = 1 and the mapping F is continuous at the point y}
contains a dense Gδ-subset of the space Y .

118



Taras Goy

On connection between some number
sequences using Hessenberg matrices

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, Ukraine
E-mail: tarasgoy@yahoo.com

Let Fn, Pn, Jn and Tn be the Fibonacci, Pell, Jacobsthal and tribonacci numbers
defined, for all integers n ≥ 0, by Fn = Fn−1 +Fn−2, F0 = 0, F1 = 1; Pn = 2Pn−1 +
Pn−2, P0 = 0, P1 = 1; Jn = Jn−1+2Jn−2, J0 = 0, J1 = 1; Tn = Tn−1+Tn−2+Tn−3,
T0 = T1 = 0, T2 = 1, respectively.

Теорема 1 Let n ≥ 1, except when noted otherwise. Then

Fn =
∑
σn=n

(−1)|s|+1pn(s)P s11 P s22 · · ·P
sn
n ,

Fn+1 = 21−n
∑
σn=n

pn(s)Js12 Js23 · · · J
sn
n+1, n ≥ 2,

Fn−1 =
∑
σn=n

(−1)|s|+1pn(s)Js10 Js21 · · · J
sn
n−1,

Fn−2 =
∑
σn=n

(−1)|s|+1pn(s)T s10 T s21 · · ·T
sn
n−1,

F2n+3 =
∑
σn=n

(−1)|s|+npn(s)P s13 P s24 · · ·P
sn
n+2,

Pn+2 =
∑
σn=n

(−1)|s|+1pn(s)T s12 T s23 · · ·T
sn
n+1,

Pn+2 =
∑
σn=n

(−1)n+|s|pn(s)F s15 F s27 · · ·F
sn
2n+3, n ≥ 2,

where σn = s1 + 2s2 + · · ·+ nsn, |s| = s1 + · · ·+ sn (si ≥ 0), and pn(s) =
( |s|
s1,...,sn

)
is the multinomial coefficients.

Our approach is similar in spirit to [1, 2].

[1] Goy T. On new identities for Mersenne numbers // Applied Mathematics E-
Notes. – 2018. – 18. – P. 100–105.

[2] Goy T. Some families of identities for Padovan numbers // Proceedings of the
Jangjeon Mathematical Society. – 2018. – 21, no. 3. – P. 413–419.
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Розглядається рiзницеве рiвняння другого порядку

cxn+2 = bxn+1 + axn − fn, n = 0, 1, 2, ..., (1)

де a, b, c i fn–цiлi числа (n = 0, 1, 2, ...), c 6= ±1 та числа a, b i c є взаємно простими.
В роботi вивчаються питання iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1) у
цiлих числах.

Теорема 1 Однорiдне рiвняння cxn+2 = bxn+1 + axn, n = 0, 1, 2, ... має тiль-
ки нульовий розв’язок у цiлих числах тодi i тiльки тодi, коли характеристи-
чне рiвняння cλ2 − bλ− a = 0 не має цiлих коренiв.

Для простого числа p через Zp позначається кiльце цiлих p - адичних чисел
зi стандартною топологiєю.

Теорема 2 Нехай числа c i b мають спiльний простий дiльник p, який не є
дiльником числа a, та λ1, λ2 – рiзнi коренi характеристичного рiвняння cλ2 −
bλ − a = 0. Якщо рiвняння (1) має розв’язок у цiлих числах, то цей розв’язок
є єдиним i може бути поданий у виглядi

xn =
∞∑
k=0

(
λk+1

1 − λk+1
2

λ1 − λ2

)
(−1)kck

ak+1
fn+k, n = 0, 1, 2, ..., (2)

де збiжнiсть ряду в правiй частинi рiвностi (2) розумiється в топологiї про-
стору Zp.
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Для допустимого сагайдака Q виберемо матрицею показникiв ε з мiнiмаль-
ною сумою елементiв, цю суму позначимо F (Q), а матрицю будемо називати
мiнiмальною матрицею показникiв для сагайдака Q, а допустиму вагову фун-
кцiю ω, яка визначає матрицю ε, називатимемо мiнiмальною ваговою функцiєю
для сагайдака Q.

Теорема 1 Сума елементiв зведеної матрицi показникiв з одиничним сагай-
даком Q не перевищує C3

n+1 =
(n+1)n(n−1)

6
.

Теорема 2 C2
n ≤ F (Q).

Теорема 3 Для допустимого сагайдака Q = Q(ε), який є простим циклом (або
без петель, або з петлею в кожнiй вершинi) сума елементiв ε дорiвнює pC2

n,
де p-вага циклу.

Теорема 4 Для довiльного сильнозв’язного сагайдака Q з петлею в кожнiй
вершинi F (Q) ≤ n2(n−1)

2
.

[1] Hazewinkel M.,Gubareni N., Kirichenko V.V. Algebras Rings and Modules: vol.
1, Kluwer Academic Publisheers, 2004.–380 p.

[2] Hazewinkel M.,Gubareni N., Kirichenko V.V. Algebras Rings and Modules: vol
2., Kluwer Academic Publisheers, 2007.–400 p.

[3] Kirichenko V. V., Zelenskiy O. V., Zhuravlev V. N. Exponent Matrices and
Tiled Order over Discrete Valuation Rings// International J. of Algebra and
Computation. – 2005. – Vol. 15, № 5– 6. – P. 1–16.

[4] Zelenskiy О. V. Rigid quivers of reduced exponent matrices//Bulletin of Taras
Shevchenko National University of Kiev. Series: Physics and Mathematics. -
2007. - №3. - p.27-31.

[5] Zhuravlev V.N. Admissible quivers//Fundamental and Applied Mathematics.-
2008. - Vol. 14, no 7.- p. 121-128.

[6] Kirichenko V. V., Zhuravlev V. N.,Tsyganivska I. N. On rigid qui-
ver//Fundamental and Applied Mathematics. - 2006.- Vol 12, no 8.- p. 105-120.
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Системи твiрних у вiнцевих добутках скiнченної кiлькостi знакозмiнних груп
вивчалися в роботах [1, 2]. Було встановлено, що кратний вiнцевий добуток зна-
козмiнних груп Ak1

oAk2
o ... oAks (метазнакозмiнна група рангу s та метастепеня

(k1, k2, ..., ks), де s ≥ 2, ki ≥ 7, 1 ≤ i ≤ s) при довiльному r (4 ≤ r ≤ s) має незвiднi
системи твiрних, якi складаються з r елементiв. Це твердження було використа-
не в [3] при побудовi топологiчних r-елементних систем твiрних (4 ≤ r < ∞)
в метазнакозмiнних групах нескiнченного рангу. Природним є питання про мi-
нiмальну кiлькiсть елементiв у незвiдних системах твiрних для таких груп та
побудову таких мiнiмальних систем твiрних. Справедлива наступна

Теорема 1 Вiнцевий добуток Ak1
o Ak2

o ... o Akn скiнченної кiлькостi знако-
змiнних груп пiдстановок Ak1

, Ak2
, ..., Akn степенiв k1, k2, ..., kn вiдповiдно,

мiстить мiнiмальну (щодо кiлькостi елементiв) систему твiрних, яка скла-
дається з двох елементiв.

[1] Заводя М.В., Сiкора В.С., Сущанський В.I. Системи твiрних метазнакозмiн-
них груп скiнченного рангу // Наук. вiсн. Чернiвецького ун-ту: Зб. наук.
праць. Математика. – Чернiвцi: Рута, 2006. – Вип. 314-315. – С. 64-72.

[2] Заводя М.В., Сiкора В.С., Сущанський В.I. Двохелементнi системи твiрних
метазнакозмiнних груп скiнченного рангу // Математичнi студiї. 2010. –
Том 34, N 1. – C. 3-12.

[3] Олiйник Б.В., Сущанський В.I., Сiкора В.С. Метасиметричнi та метазнако-
змiннi групи нескiнченного рангу // Математичнi студiї. 2008. – Том 29,
N 2. – C. 139-150.

122



Секцiя

математичного моделювання

та iнформацiйних технологiй

123



Radu Buzatu

BLP modelling of the convex cover problem
of a graph

Moldova State University, Chişinǎu, Republic of Moldova
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Convex cover problem of a graph is defined in [1]. Some latest results related to
this problem can be found in [2].

A binary linear programming (BLP) formulation is proposed for the convex cover
problem of a graph. For minimum convex partition problem of a graph a BLP model
is already developed [3]. Similarly, with some minor modifications, minimum convex
cover problem of a graph can be formulated as BLP. Obtaining a BLP for convex cover
problem of a graph with a fixed number of convex sets is a little more challenging but
also feasible and, more importantly, absolutely vital for further research. Therefore,
these models are being developed and used in solving practical problems.

[1] D. Artigas, S. Dantas, M.C. Dourado, J.L. Szwarcfiter. Convex covers of graphs
// Matemática Contemporânea, Sociedade Brasileira de Matemática. – 2010. –
Volume 39. – P. 31–38.

[2] R. Buzatu, S. Cataranciuc. On nontrivial covers and partitions of graphs by
convex sets // Computer Science Journal of Moldova. – 2018. – Volume 26,
no.1(76). – P. 3–14.

[3] R. Buzatu. A binary linear programming model for minimum convex partition
of a graph // Proceedings of the International summer mathematical school in
memorim V. A. Plotnikov. Odessa, Ukraine, June 11-16, 2018.
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We consider conflict-controlled processes in the case when the block of initial
data is separated from control block in the description of the process dynamics.
General form of the process trajectory presentation, lying at the heart of investigation,
encompasses a wide class of functional-differential and fractional-order systems.

The method of resolving functions [1, 2] serves as a basic mathematical tool of
this study. Scheme of the method employs the apparatus of set-valued mappings and
inverse Minkowski’ functional.

We deduce sufficient conditions for solvability of the game problem of approach in
a finite time in the class of quasi- and stroboscopic strategies. Pontryagin’s condition
or one of its modifications stands for a key condition that allows a measurable control
choice on the basis of the Filippov-Castaing theorem. In the case when this condition
does not hold, on the basis of the support function properties the concept of upper and
lower resolving functions [3] are introduced in order to realize the original idea. Use of
the matrix resolving functions [4] essentially expands the class of conflict-controlled
processes susceptible to study.

It should be noted that the game problems are analyzed in the frames of unified
scheme for various process dynamics. What is more, the scheme also encompasses
complicated processes with teams of participants on both counteracting sides. We
illustrate situation of "encirclement"in the group pursuit and demonstrate effect of
parallel pursuit in the successive pursuit, both justified with the help of the method
of resolving functions [2]. In the case of spherical and ellipsoidal control domains the
resolving function appears as the greater positive root of certain quadratic equation.
This fact allows constructing control in analytic form.

Suggested technique is also efficient in the cases of distributed [5] and hybrid
systems.

[1] Chikrii A.A. An analytic method in dynamic pursuit games // Proceedings of
the Steklov Institute of Mathematics. – 2010. – Vol. 271. – Pp. 69–85.

[2] Chikrii A.A. Conflict-Controlled Processes. – Dortrecht/Boston/London: Spri-
nger Science Business Media, 2013. – 424 p.

[3] Chikrii A.A., Chikrii G.Ts. Matrix resolving functions in game problems of
dynamics // Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics. – 2015. –
Vol. 291, suppl. 1. – Pp. 56–65.

[4] Chikrii A.A., Chikrii V.K. Image structure of multi-valued mappings in game
problems of motion control // J. of Automation and Information Sciences. –
2016. – Vol. 48, N3. – Pp. 20–35.

[5] Vlasenko L.A, Rutkas A.G., Chikrii A.A. On a differential game in an abstract
parabolic system // Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics. 2016.
– Vol. 293, suppl 1. – Pp. 254–269.
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Presentation concerns the time extension principle developed for solving the
games of pursuit for which Pontryagin’s condition [1] does not hold. This conditi-
on lies at the heart of all direct methods and reflects an advantage of the pursuer
over the evader. Deep insight to this condition by M.S. Nikolskij [2] resulted in some
its modification [3]. Close relation of the modified condition with the passage from
the original game to an auxiliary game with delayed information was shown in [4]. It
gave rise to the development of an efficient approach to solving complicated pursuit
games, going under the title ’time extension principle’. Its central idea consists in
introduction of the time extension function, through which the function of informati-
on delay is expressed. The principle proved its efficiency for solving the problems of
soft meeting for a number of second-order linear differential games, for which the time
extension function is found in explicit form [4]. In this presentation we apply it to the
games with dynamics of general form, encompassing a wide range of the functional-
differential systems [5]. Sufficient conditions on the game parameters are derived
insuring feasibility of the game termination at a finite instant of time. In so doing,
the pursuer constructs its current control on the basis of the evader’s control in the
past. Existence of a measurable control is provided by the Filippov-Castaing theorem
on measurable choice. By way of example we study a model of conflict interaction
of two moving objects with the integro-differential dynamics. Sufficient conditions on
the motions parameters are derived, insuring possibility for the finite-time capture.

[1] Понтрягин Л.С. Избранные научные труды: Т. 2.- М.: Наука, 1988. – 576 с.

[2] Никольский М.С. О применении первого прямого метода в линейных диф-
ференциальных играх // Изв. АН СССР. Сер. техн. кибернeтики. – 1972. –
№10. – С. 51–56.

[3] Зонневенд Д. Об одном методе преследования // ДАН СССР. – 1972. – Т.
204, №6. – С. 1296–1299.

[4] Chikrii G.Ts. Using the effect of information delay in differential pursuit games
// Cybernetics and Systems Analysis. – 2007. – Vol. 43, No.2.– P. 233–245.

[5] Chikrii G.T. Principle of time stretching in evolutionary games of approach //
Journal of Automation and Information Sciences. – 2016. – Vol. 48, No 5. – P.
12-26.
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We propose a model which describes the probability of choosing one of multiple
options. Our model was inspired by Deffuant-Weisbuch model [1] and the model
studied in [2]. In these models interaction of two agents decreases the distance between
their opinions. In our model we propose the other approach to describing opinions
redistribution, but we get similar dynamics. When we consider interaction of a pair
of agents we get their opinions distributions become closer in l1-metrics.

Consider a spread of n ≥ 2 opinions on a network. Each agent in the network
may hold one of the opinions with some probability at any time t (t ≥ 0), that is each
agent is associated with a stochastic vector pv(t) = (pv1(t), ...pvn(t)). We call pv(t) an
opinion distribution of agent v at time t. Note that

∑n
i=1 p

v
i (t) = 1.

At each time step we randomly choose a agent v and update its opinion distri-
bution in the following way. We randomly choose one of its neighbours u and update
vectors pv(t) and pu(t) by the rule of attractive interaction [3]:

pvi (t+ 1) =
1

zv,u(t)
pvi (t)(1 + pui (t)), pui (t+ 1) =

1

zv,u(t)
pui (t)(1 + pvi (t)), (1)

where zv,u(t) is a scaling coefficient.

Теорема 1 If all the agents in the network have such opinion distribution that
pv1(t) = maxi=1,n{pvi (t)}, then the system converges to the consensus state (1, 0, ...0).

[1] G. Deffuant, D. Neau, F. Amblard, and G. Weisbuch. Mixing beliefs among
interacting agents // Adv. Compl. Syst. – 2000. – 3. – P. 87–98.

[2] L. Li, A. Scaglione, A. Swami, Q. Zhao. Consensus, polarization and clustering of
opinions in social networks // IEEE J. on Selected Areas in Communications. –
2013. –31, 6. –P. 1072-1083.

[3] S. Albeverio, M. V. Bodnarchuk, V. D. Koshmanenko. Dynamics of discrete
conflict interactions between non-annihilating opponents // Methods Funct.
Anal. Topology. –2005. –11, 4. –P. 309-319.
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Existing studies on time series are based on two categories of distance functions.
The first category consists of the Lp–norms. They are metric distance functions but
cannot support local time shifting. The second category consists of distance functions
which are capable of handling local time shifting but are nonmetric. The main result
of the work is clustering optimization based on the selection of model parameters and
the best model ARMA(p, q), p <= P, q <= Q according to the developed algorithm
for finding distances. The basic time series model has the form

Φ(L) = φ0 + φ1L+ ...+ φpL
p,

Θ(L) = θ0 + θ1L+ ...+ θpL
p.

As a measure of similarity between models, the following measure is determined

HM(G1, G2, ..., Gm) =

m∑
k=1

2

nk − 1

∑
i<j∈Gk

d(Mi,Mj), (1)

d(Mi,Mj) =

∞∑
k=1

|θ̃ik − θ̃
j
k| (2)

is a distance between time series i-th and j-th models. The important thing is that
distance will be interpreted precisely as the distance between the models of time
series, not distance between data.

[1] Brockwell, Peter J., Davis, Richard A. Introduction to Time Series and
Forecasting. – NY: Springer, 2012. – P. 500.

[2] Luis E. Nieto-Barajas, Alberto Contreras-Crist. A Bayesian Nonparametric
Approach for Time Series Clustering // Bayesian Analysis. – 2014. – Vol.,
9. – P. 147-170.
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The non-cooperative Informational Extended Games are such static games in
which the players choose their actions simultaneously, with assumption that they
have some information about the future strategies which will be chosen by other
players. All informational extended games of this type assume that players payoff
functions are common knowledge. The informational extension concept for games
has on its basis the assumptions that the participants of the game have possibility
to send and to receive (or to guess) some information about the chosen strategies of
other participants and about their behavior. This type of games is a particular case of
Howard meta-games. We analyze the discreet case (so called informational extended
bimatrix games) and the informational extended games with continuous functions.
The conditions of the Nash equilibria existence for the informational extended games
are defined for both cases. We analyze some applications of the informational extended
games.
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The elaboration of numerical and approximate methods for solving of integral
equations (IE) remains an actual problem, but, IEs can be exactly solved just in
special cases. At present, these methods are increasingly integrated into Intelligent
Software Tools aimed for solving of certain IE classes. One of such Intelligent Software
Tools is Intelligent Support System (ISS) for approximate solving of Fredholm and
Volterra IE (ISS_IE) of the second order (see [1]). The ISS_IE is based on the
following received results:

– new and efficient computing algorithms for spline-collocations
methods to solve of Fredholm and Volterra IE of the second order are developed;

– new and efficient computing algorithms for spline-quadratures
methods to solve of Fredholm and Volterra IE of the second order have also been
obtained;

– a theoretical substantiation of the developed computing algorithms is obtained
in the space of continuous functions and in the Hölder spaces;

– for elaborated algorithms the ISS_IE of the second order is
developed.

The core components of ISS_IE are: 1) the Base of Kernel Prototypes of IE
(BPK_IE_COMP) for checking the sufficient conditions of IEs compatibility; 2) the
Base of Kernel Prototypes of IE (BPK_IE_COL) for solving IE by spline-collocations
methods; 3) the IE Solver (IES), accompanied by the convenient interface during the
solving of integral equations.

[1] Seichiuc E. The approximate solving of Integral Equations by the Intelligent
Software Tools. Abstract of PhD thesis in physics and mathematics. –Chişinău:
MSU, 2008, –27 p.
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Legal analysis needs mathematical methods to clarify the principles and norms
of law. Presenting conception of justice as equal distribution of liberty and wealth,
Rawls used Kant’s notion of autonomy to describe agency of one or more persons
and suggested further mathematical refinement [1]. Some models for this purpose are
already proposed [2]. In the next iterative model, agents An(t) and Bn(t) donate
equal parts 0 < t < 1 of wealth to reduce inequality gap via practicing charity, in
Ukraine regulated by the Law on Charity and Charitable Organisations. Personal
autonomy model (1) is based on direct mutual donations:

A0 = a, B0 = b, An+1 = (1− t)An + tBn, Bn+1 = (1− t)Bn + tAn (1)

Theorem 1 Charity leads to equality lim
n→∞

A(t)n = lim
n→∞

B(t)n = a+b
2

Proof. Let Mn = 1
2

(1− (1−2t)n). The next formulas can be proved by mathematical
induction: An = a + (b − a)Mn; Bn = b + (a − b)Mn. Since −1 < 1 − 2t < 1,
lim
n→∞

Mn = 1
2
and the theorem is proved.

Group autonomy (2) demands to collect charitable donations as a common asset
and distribute it equally among all members of the group:

AGn+1 = (1− t)AGn + t×
AGn +BGn

2
, BGn+1 = (1− t)BGn + t×

AGn +BGn
2

(2)

Theorem 2 Group autonomy model is equivalent to personal autonomy model with
half donation AGn (t) = An(t/2), BGn (t) = Bn(t/2).

A proof is obvious. It illustrates why, in the words of Rawls, well-ordered society
affirms the autonomy of persons. Millionaire a = 106 and pauper b = 0 donating
t = 0.1 of wealth need n = 62 iterations in personal and n = 132 in group autonomy
model to reduce gap under $1.

[1] Rawls J. A Theory of Justice: Revised Edition. – Cambridge: The Belknap Press
of Harvard University Press, 1999. – 538 p.

[2] Sheliazhenko Y. Computer Modeling of Personal Autonomy and Legal Equili-
brium // Advances in Intelligent Systems and Computing. – 2018. – Vol. 765. –
Pp. 74-81. – DOI: 10.1007/978-3-319-91192-2_8. – arXiv: 1808.05379
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This abstract proposes a combination of powerful C++ and R programming
languages for solving some geometric tasks. The Rcpp package is the most widely used
language extension for R. It provides a powerful API that allows to directly exchange
objects between R and C++. Consider a set of polygons stored as dataframe (data
type of the R language) and visualized by R package ggplot2.

Let’s consider the following transformations from R types to Boost.Geometry
types and vice versa. Such transformations are carried out using two converting
functions as() and wrap(), the prototypes of which are shown below.

// ‘as‘ converter from R to Boost.Geometry’s polygon type
template <> polygon as (SEXP pointsMatrixSEXP);
// ‘wrap‘ converter from Boost.Geometry’s polygon to an R (cpp) matrix
template <> SEXP wrap (const polygon & poly);
We wrote a set of C++ functions to perform the operations with polygons. These

functions used the powerful capabilities of Boost.Geometry.
After certain transformations, the results are returned to the r-script. Thus,

complex computational transformations are performed in C++ language, and the
visualization - in R language.

For example, the result from the intersection of at least 2 of the original polygons
1,2,3 and 6 is shown below.
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This research is devoted to determinate the causal relationship between the flow
of particles that are coming from the Sun and emergence of the hurricanes Irma,
Jose, and Katia. Five parameters i.e. characteristics of solar activity (Radio Flux
10.7, the flows of protons and electrons with maximum energy, speed of solar wind
particles, and density of solar wind particles) were chosen as model input, while
wind speed and air pressure of Irma, Jose, and Katia hurricanes were used as model
output. Input data were sampled to six hours interval in order to adapt time interval
to the observed data about hurricanes, in the period between 28 September and 21
December 2017. As a result of the preliminary analysis of 12 274 264 linear and 594
Neural Networks models using by parallel calculations, the six of them were choose as
bests[1]. The identified lags were the basis for refinement of models with the artificial
neural networks. Multilayer perceptrons with back propagation have been chosen
as common used artificial neural networks which are based on learning from real
data. Comparison of the accuracy of both linear and artificial neural networks results
confirmed the adequacy of these models. Sensitivity analysis has shown that Radio
Flux 10.7 has the greatest impact on the wind speed of the hurricanes. Despite low
sensitivity of pressure to change the parameters of solar wind, their strong fluctuations
can cause a sharp decrease in pressure, and therefore the appearance of hurricanes.

Research in this paper has shown that applied model is accurate and adequate to
predict the appearance of hurricanes 2-4 days ahead, after the outbreak of Sun Wind.

[1] Vyklyuk, Y., Radovanovic, M., Milovanovic, B., Leko, T., Milenkovic, M., Mi-
loљevic, Z., et al. (2017). Hurricane genesis modelling based on the relationship
between solar activity and hurricanes. Natural Hazards, 85(2), 1043–1062.
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Однiєю iз актуальних обчислювальних проблем моделювання є розрахунок
властивостей тiл з малими i тонкими елементами структури, оскiльки розши-
рилось коло практичних питань, пов’язаних з проведенням таких розрахункiв.
Одним iз перспективних є пiдхiд, що базується на застосуваннi теорiї iнтеграль-
них рiвнянь до опису напружено-деформованого стану таких структур та його
чисельна реалiзацiя методом граничних елементiв (МГЕ). Перевага МГЕ в тому,
що дискретизацiя потрiбна тiльки на границi дослiджуваної областi. Це приво-
дить до систем iстотно бiльш низького порядку, нiж в iнших методах. Розв’яза-
ння задач при наявностi малих i тонких областей зазвичай пов’язано з появою
обчислювальної нестiйкостi i втратою точностi [1]. При використанн МГЕ можли-
ве виникнення нестiйкостi, що пов’язана з близькiстю границi тонких елементiв
структури i використанням iнтегральних рiвнянь для перемiщень. В бiльшостi
роботах використовується метод усереднення, а також гiпотези теорiї пластин.
В той же час потужнi методи регуляризацiї не використовуються в повнiй мi-
рi. Дослiджувалось багатозв’язне кусково-однорiдне тiло з отворами та тонки-
ми елементами структури. На основi рiвнянь класичної двовимiрної теорiї пру-
жностi, побудовано математичну модель, який описує напружено-деформований
стан вказаного тiла в такiй формi, що дозволяє розв’язати дану задачу за до-
помогою МГЕ та провести регуляризацiю МГЕ-розв’язку (метод Тихонова, гра-
дiєнтний метод); розроблено ефективний пiдхiд до регуляризацiї градiєнтним
методом розв’язання задач для тiл з тонкими елементами структури, що дозво-
ляє отримати стiйкий чисельний метод для розв’язання двовимiрної крайової
задачi.

[1] Бормотин К. С., Олейников А. И. Эффективная регуляризация метода гра-
ничного элемента при моделировании изделий с покрытиями. – Информа-
тика и системы управления. – 2004. – № 2. – С. 19-26.
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прикладених квазiпотенцiалiв

1 Рiвненський державний гуманiтарний унiверситет, Рiвне, Україна
E-mail: abomba@ukr.net

2 Рiвненський державний гуманiтарний унiверситет, Рiвне, Україна
E-mail: mboichura@gmail.com

Розглядається задача iдентифiкацiї параметрiв коефiцiєнта провiдностi нео-
днорiдного середовища за даними томографiї прикладених квазiпотенцiалiв [1 –
3]. Пропонується варiант узагальнення методу реконструкцiї зображення, суть
якого полягає у почерговому розв’язуваннi задач аналiзу (на основi числових
методiв квазiконформних вiдображень) i задач синтезу (параметричної iденти-
фiкацiї) шляхом збiльшення кiлькостi дiлянок прикладання квазiпотенцiалiв [4,
5]. На основi проведених числових розрахункiв побудовано реконструйоване зо-
браження розподiлу провiдностi у внутрiшностi дослiджуваного об’єкта при серiї
iнжекцiй для областей з двома та трьома дiлянками прикладання квазiпотенцi-
алiв.

[1] Бомба А. Я., Бойчура М. В. Метод прикладених квазiпотенцiалiв розв’я-
зування коефiцiєнтних задач iдентифiкацiї параметрiв // Вiсник НУВГП.
Технiчнi науки: зб. наук. праць. – 2017. – 76, 4. – C. 163-177.

[2] Бомба А. Я., Крока Л. Л. Числовий метод квазiконформного вiдображен-
ня розв’язання задач iдентифiкацiї коефiцiєнта електричної провiдностi
за даними томографiї прикладе-них потенцiалiв // Волинський математи-
чний вiсник. Серiя прикладна математика. – 2014. – 11. – C. 24-33.

[3] Bomba A. Ya., Boichura M. V. On a numerical quasiconformal mapping
method for the medium parameters identification using applied quasipotential
tomography // Mathematical Modeling and Computing. – 2017. – 4, 1. – P. 10-
20.

[4] Бомба А. Я., Каштан С. С., Пригорницький Д. О., Ярощак С. В. Методи
комплексного аналiзу: монографiя. – Рiвне: НУВГП, 2013. – 415 c.

[5] Бойчура М. В. Узагальнення числового методу квазiкнформних вiдобра-
жень розв’язання задач iдентифiкацiї за даними томографiї прикладених
квазiпотенцiалiв // Вiсник КрНУ. – 2017. – 106, 5. – C. 35-44.
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Колокацiйно-iтеративний метод
розв’язування iнтегро-функцiональних

рiвнянь з обмеженнями
Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана Огiєнка,

Кам’янець-Подiльський, Україна
E-mail: geseleva1702@gmail.com

Розглядається в просторi L2[a, b] iнтегро-функцiональне рiвняння

y(x) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt+

∫ b

a
H(x, t)y(h(t))dt, x ∈ [a, b], (1)

з умовою
y(x) = ψ(x), x /∈ [a, b], (2)

та обмеженнями ∫ b

a
Φi(x)y(x)dx = γi, i = 1,m, (3)

де f(x), ψ(x) – заданi вiдповiдно на [a, b] та за його межами функцiї, а y(x) –
шукана функцiя. Лiнiйно-незалежна система функцiй Φi(x) та числова множина
γi, i = 1,m – вiдомi.

Задачу (1)-(3) будемо вважати сумiсною, якщо iснує така функцiя y(x), яка
є розв’язком рiвняння (1), задовольняє умову (2) та обмеження (3) [1].

Розглядається випадок, коли функцiї K(x, t), H(x, t) в квадратi [a, b]2 задо-
вольняють умови ∫ b

a

∫ b

a
K2(x, t)dxdt = K2 <∞, (4)∫ b

a

∫ b

a
H2(x, t)dxdt = H2 <∞, (5)

де функцiя h(x) є неперервною разом iз своєю похiдною на [a, b] i справджуються
нерiвностi

x− h(x) ≥ ∆ > 0, (6)

h′(x) ≥ 0. (7)

Iдея колокацiйно-iтеративного методу [2] стосовно задачi (1)-(3) полягає в
тому, що послiдовнi наближення до шуканого розв’язку знаходимо на пiдставi
формул:

yk(x) = uk(x) + zk(x), (8)

uk(x) =

m∑
j=1

λkj ξi(x), x ∈ [a, b], uk(x) = 0, x /∈ [a, b], (9)

∫ b

a
Φi(x)y(x)dx = γi, i = 1,m. (10)
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zk(x) = f(x) +

∫ b

a
K(x, t)(yk−1(t) + wk(t))dt+

+

∫ b

a
H(x, t)(yk−1(h(t)) + wk(h(t)))dt. (11)

wk(x) =

n∑
s=1

aksϕs(x), (12)

wk(xi) = zk(xi)− yk−1(xi) = 0. (13)

У проведених дослiдженнях отримано умови сумiсностi задачi (1)-(3) та умо-
ви збiжностi методу (8)-(13).

[1] Лучка А.Ю. Интегральные уравнения с ограничениями и методы их ре-
шения // Кибернетика и системный анализ. – 1996. – Том, 3. – C. 82-96.

[2] Поселюжна В.Б., Семчишин Л.М. Колокацiйно-iтеративний метод розвя-
зування диференцiальних та iнтегральних рiвнянь. – Тернопiль: ТНЕУ,
2013. – 203 c.
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Визначення розмiру страхових премiй у
статичнiй моделi страхування у випадку

декiлькох однорiдних груп клiєнтiв
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,

Чернiвцi, Україна

Страхування та ринок страхових послуг є важливими складовими для соцi-
ально-економiчного та iнвестицiйного розвитку, як нацiонального ринку, так i на
мiжнародному рiвнi. Найдоцiльнiше для створення портфеля страхових полiсiв
використовувати апарат математичного моделювання. Моделювання дозволяє в
короткi термiни отримати необхiднi характеристики портфеля у залежностi вiд
кон’юнктури ринку. Iснує цiлий ряд загальновизнаних моделей, що дозволяють
оцiнити основнi характеристики (прибутковiсть i ризик) такого портфеля [1, 2].

Розглядається статична модель страхування [1], у якiй задiяно m ∈ N груп
однорiдних клiєнтiв вiдповiдно чисельнiстю ni, i ризиками Xi, i ∈ {1, . . . ,m}.

Кожна сторона страхової угоди має свою систему переваг, яка характеризу-
ється зазвичай функцiєю неприйняття ризику r(S) i вiдповiдно функцiєю кори-
сностi u(S), де S – капiтал [1]. Вiдповiдно до загальної теорiї записуються оптимi-
зацiйнi задачi визначення iндивiдуальних страхових премiй клiєнтiв. У випадку
експоненцiальних функцiй корисностi страхової компанiї та предстаникiв груп
отримано умову угоди можливостi страхування клiєнтiв. Крiм того, розглянуто
методи побудови ваг для зведення багатокритерiальної оптимiзацiйної задачi до
однокритерiальної iз застосуванням методу Паретто-оптимальностi.

[1] Голубин А.Ю. Математические модели в теории страхования: построе-
ние и оптимизация. – М.: Анкил, 2003. – 160 c.

[2] Берлин М.С..Моделi управлiння фiнансовою стiйкiстю страхової компанiї
// автореферат дисертацiї на здобуття наукового ступеня кандидата еконо-
мiчних наук. – Донецьк: Юго-ВостокЛтд, 2008. – 14 c.
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Математичне моделювання коливних
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клиновидних цилiндрично-кругових
середовищах
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м. Кам’янець-Подiльський, Україна

E-mail: gapon74@gmail.com

Розглядається задача побудови обмеженого на множинi

Dk = {(t, r, ϕ, z)|t > 0; r ∈ I+
n =

n+1⋃
j=1

Ij ≡
n+1⋃
j=1

(Rj−1;Rj);

ϕ ∈ (0;ϕ0), ϕ0 < 2π; z ∈ (−l1; l2); lj ≥ 0; l1 + l2 6= 0}
класичного розв’язку лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми гiперболiчного типу 2-го порядку [1]

∂2uj

∂t2
−
[
a2
rj

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
+
a2
ϕj

r2

∂2

∂ϕ2
+ a2

zj

∂2

∂z2

]
uj+ (1)

+χ2
juj = fj(t, r, ϕ, z); z ∈ Ij ; j = 1, n+ 1

з вiдповiдними початково-крайовими умовами [2], умовами спряження[(
αkj1

∂

∂z
+ βkj1

)
uk −

(
αkj2

∂

∂z
+ βkj2

)
uk+1

]∣∣∣∣
z=Rk

= 0; (2)

j = 1, 2; k = 1, n

й одними з крайових умов на гранях клина

uj |ϕ=0 = g1j(t, r, z); uj |ϕ=ϕ0
= w1j(t, r, z) r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1; (3)

uj |ϕ=0 = g2j(t, r, z);
∂uj

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= −w2j(t, r, z) r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1; (4)

∂uj

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

= g3j(t, r, z); uj |ϕ=ϕ0
= w3j(t, r, z) r ∈ Ij ; j = 1, n+ 1; (5)

∂uj

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

= g4j(t, r, z);
∂uj

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= −w4j(t, r, z) r ∈ Ij ; (6)

j = 1, n+ 1.

Щодо промiжку I+
n розглянуто 4 канонiчних випадки:

1) R0 = 0; Rn+1 = +∞ (клиновидний шар);
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2) R0 > 0; Rn+1 = +∞ (клиновидний шар з порожниною);
3) R0 = 0; Rn+1 = R < +∞ (клиновидний суцiльний цилiндр);
4) R0 > 0; Rn+1 = R < +∞ (клиновидний порожнистий цилiндр).
Зауважимо, що:
1) у випадку χj ≡ 0 рiвняння (1) є класичним тривимiрним неоднорiдним

хвильовим рiвнянням (рiвнянням коливань) для ортотропного середовища у ци-
лiндричнiй системi координат;

2) якщо αk11 = 0; βk11 = 1; αk12 = 0; βk12 = 1; αk21 = Ek1 ; βk21 = 0; αk22 =
Ek2 ; βk22 = 0 (E1, E2 – модулi Юнга), то умови спряження (2) збiгаються з умо-
вами iдеального механiчного контакту.

Отже, розглянутi гiперболiчнi крайовi задачi математичної фiзики можна
вважати узагальненими математичними моделями коливних процесiв в обмеже-
них за змiнною z кусково-однорiдних за радiальною змiнною r клиновидних за
кутовою змiнною ϕ цилiндрично-кругових середовищах.

Iнтегральнi зображення єдиних точних аналiтичних розв’язкiв дослiджува-
них крайових задач одержано методом iнтегральних i гiбридних iнтегральних
перетворень у поєднаннi з методом головних розв’язкiв. Побудованi розв’язки
мають алгоритмiчний характер, неперервно залежать вiд параметрiв i даних за-
дачi та можуть бути використанi як в подальших теоретичних дослiдженнях, так
i в практицi iнженерних розрахункiв коливних процесiв у кусково-однорiдних
клиновидних середовищах, якi описуються цилiндричною системою координат.
Проведено аналiз одержаних розв’язкiв у залежностi вiд типу крайових умов на
гранях клина ϕ = 0 та ϕ = ϕ0.

[1] Самойленко В.Г., Конет I.М. Рiвняння математичної фiзики. – Київ: ВПЦ
"Київський унiверситет", 2014. – 283 c.

[2] Конет I.М., Пилипюк Т.М. Гiперболiчнi крайовi задачi в кусково-однорiдних
цилiндрично-кругових середовищах. – Кам’янець-Подiльський: Абетка-Свiт,
2017. – 84 c.
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Згуровський М. З., Перестюк М. М.

Cистемне дослiдження цивiлiзацiйних
розривiв на початку 21-го столiття

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна

Дослiдження є продовженням та поглибленням цивiлiзацiйного пiдходу Са-
муeля Хантiнгтона до явищ глобальної взаємодiї мiж культурами свiту [1], на
основi застосування кiлькiсного та якiсного аналiзу вiдмiнностей мiж свiтовими
цивiлiзацiями шляхом проведення їх експертного попарного, порiвняльного оцi-
нювання. Робиться спроба виявити та вивчити закономiрностi впливу глобаль-
них свiтових загроз на процеси змiшування, часткового або повного поглинання
одними цивiлiзацiями iнших. Дослiджуються кiлькiснi характеристики «розри-
вiв» вздовж лiнiй розлому мiж iснуючими цивiлiзацiями та їх змiни з часовим
iнтервалом 10 рокiв [2-4].

Згiдно теорiї С. Хантiнгтона, домiнуючим чинником свiтової полiтики ста-
нуть саме цивiлiзацiї, а характер поведiнки країн свiту визначатиметься взаємо-
дiєю i зiткненнями мiж окремими цивiлiзацiями. Це створить принципово iнший,
у порiвняннi з сьогоденням, свiтовий порядок, в якому конфлiкти мiж рiзними
цивiлiзацiями переважатимуть над конфлiктами всерединi окремо взятих цивi-
лiзацiй. Тому, за Хантiнгтоном наступнi глобальнi загострення у свiтi будуть
виникати вздовж лiнiй розлому мiж рiзними цивiлiзацiями [1].

В дослiдженнi наведено групу з 12 глобальних загроз для людства на початку
21 вiку. Серед них є наростаючий дисбаланс мiж бiоємнiстю Землi та сумарним
споживанням цих ресурсiв. Нестримною економiчною, вiйськовою i технологi-
чною конкуренцiєю людство все бiльше i бiльше знекровлює бiологiчно проду-
ктивнi ресурси Планети. Як результат – боротьба за контроль за рештками при-
родних ресурсiв, в першу чергу вуглеводнiв, у свiтi продовжує зростати, на фонi
стрiмкого зростання населення Землi, породжуючи все новi i новi конфлiкти. Як
наслiдок, iнтегральна конфлiктнiсть свiту зростає. Природнi аномалiї та вiйсько-
вi зiткнення поступово призводять до збiльшення мiграцiї цiлих народiв в регiони
з бiльш комфортними умовами життя. Зазначенi тенденцiї обумовлюють новий
виклик перед наукою, який полягає у створеннi науково-обґрунтованих методiв
аналiзу зазначених процесiв та напрацювання рекомендацiй щодо рацiонального
розвитку людства на короткострокову та довгострокову перспективу.

В дослiдженнi уточняється цивiлiзацiйний розподiл, запропонований С. Хан-
тiнгтоном, та з використанням методiв експертного оцiнювання здiйснюється,
науково-обґрунтована кластеризацiя країн за критерiями та ознаками, прита-
манними культурам вiдповiдних цивiлiзацiй та їх субцивiлiзацiй (вiдмiнностi мiж
якими рiдко бувають яскраво вираженими, хоча цивiлiзацiйнi розбiжностi є цiл-
ком реальними [1]).

На наступному етапi дослiдження обчислюється середнє значення ступеню
вiддаленостi груп країн свiту, що входять до складу цивiлiзацiй, вiд сукупностi
глобальних загроз та робиться спроба вивчення закономiрностей їх впливу на
окремi цивiлiзацiї.

З метою чiткої диференцiацiї, формується набiр iнформативних та унiвер-
сальних критерiїв для оцiнювання культурних вiдмiнностей мiж цивiлiзацiями.
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За пiдсумками роботи групи експертiв, було сформульовано 8 базових критерi-
їв, якi найповнiше характеризують культурнi вiдмiнностi мiж цивiлiзацiями: 1.
Цiннiсть життя людини (дiапазон: «Життя людини нiчого не варте» - «Жит-
тя людини – найвища цiннiсть»); 2. Свобода особистостi в суспiльствi (ступiнь
свободи пересування, свободи висловлення поглядiв, свободи в особистому жит-
тi. . . ); 3. Статус жiнки в суспiльствi (дiапазон: «Повне домiнування чоловiчої
статi» - «Гендерний паритет» - «Повне домiнування жiнки»); 4. Ступiнь про-
никнення релiгiї в життя (дiапазон: «Релiгiйнi та церковнi iнститути взагалi не
впливають на життя людей» - «Релiгiйнi та церковнi iнститути визначальним
чином впливають на життя людей»); 5. Етнiчна однорiднiсть (ступiнь толеран-
тностi мiжетнiчних вiдносин всерединi цивiлiзацiї); 6. Вiдкритiсть або закритiсть
щодо iнших культур (ступiнь вiдкритостi або закритостi цивiлiзацiї); 7. Тради-
цiоналiзм в культурi i мисленнi (схильнiсть до змiн в традицiях i свiтоглядi); 8.
Ступiнь радикалiзму в полiтичному життi (стабiльнiсть полiтичного життя та
швидкiсть змiн полiтичних курсiв) [4].

Для проведення експертного оцiнювання вiдмiнностей мiж цивiлiзацiями на
основi використання вищенаведених восьми критерiїв створюється група експер-
тiв, якi мали досвiд мiжнародної дiяльностi в групах вiдповiдних країн. Експер-
ти оцiнили культурнi вiдмiнностi мiж цивiлiзацiями для кожного з критерiїв,
привласнюючи якiснi та кiлькiснi значення, з використанням системи оцiнок за
шкалою Мiллера. На основi визначення кiлькiсних оцiнок, за представленими
8 критерiями та застосовуючи математичний апарат багатофакторного регре-
сiйного аналiзу сформованi профiлi вiдмiнностей мiж цивiлiзацiями, i визначенi
«зближення» i «розломи» мiж ними.

Зроблено висновки про те, що потенцiйнi конфлiкти можуть вiдбуватися мiж
цивiлiзацiями, перш за все по лiнiях розломiв, чисельнi значення яких є найбiль-
шими. I навпаки: потенцiйнi об’єднання цивiлiзацiй можуть вiдбуватися по лiнi-
ях розломiв, чисельнi значення яких є найменшими. Використовуючи результати
кластеризацiї вiдстаней, чисельнi значення загальних розломiв мiж цивiлiзацiя-
ми i сукупнi вiдмiнностi цивiлiзацiй, сформовано бачення на ближче i вiддалене
майбутнє щодо можливих об’єднань i конфлiктiв мiж свiтовими культурами.

Провiвши порiвняльний аналiз з результатами дослiджень проведених у 2008
роцi [2,3], отримано данi, якi можуть стати науково-обґрунтованою основою для
передбачення створення ряду об’єднань та альянсiв країн свiту, а також для
моделювання поведiнки та розвитку окремих країн свiту.

[1] 1. Samuel P. Huntington The Clash of Civilizations?. – Foreign Affairs, – Vol.
72., No.3 – (Summer, 1993), pp. 22-49.

[2] 2. Michael Zgurovsky, Alexis Pasichny. Modelling of the civilizations’ break lines
in context of their fundamental cultural differences // System Research and
Information Technologies, №1, 2009. – 18p.

[3] 3. Alexis Pasichny. Two Methods of Analysis for Huntington’s “Clash of Civili-
zations” // Social Sciences in Technologies, 2009. – p. 23-25.

[4] 4. М. З. Згуровський, М. М. Перестюк. Моделювання лiнiй розлому цивiлi-
зацiй в контекстi їх фундаментальних культурних вiдмiнностей// Систем-
ний аналiз та iнформацiйнi технологiї: Матерiали 20-ї Мiжнародної науково-
технiчної конференцiї SAIT 2018/ К. : ННК «IПСА» КПI iм. Iгоря Сiкор-
ського, 2018. – с. 10
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Розглядається задача побудови обмеженого на множинi

Dk = {(r, ϕ, z)|r ∈ I+
n =

n+1⋃
j=1

Ij ≡
n+1⋃
j=1

(Rj−1;Rj);

ϕ ∈ [0; 2π); z ∈ (−l1; l2); lj ≥ 0; l1 + l2 6= 0}
2π-перiодичного щодо кутової змiнної ϕ класичного розв’язку лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними елiптичного типу 2-го порядку [1]
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з крайовими умовами(
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умовами спряження [2]
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)
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∂
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)
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]∣∣∣∣
r=Rk

= 0; (3)

j = 1, 2; k = 1, n,

та вiдповiдними крайовими умовами на межi промiжку I+
n , де

arj , aϕj , azj , χj , hj , α
k
js, β

k
js – деякi сталi;

cjk = αk2jβ
k
1j − αk1jβk2j 6= 0; c1k · c2k > 0;

f(r, ϕ, z) = {f1(r, ϕ, z), f2(r, ϕ, z), ..., fn+1(r, ϕ, z)};
w1(r, ϕ) = {w1

1(r, ϕ), w1
2(r, ϕ), ..., w1

n+1(r, ϕ)};
w2(r, ϕ) = {w2

1(r, ϕ), w2
2(r, ϕ), ..., w2

n+1(r, ϕ)}; – заданi обмеженi неперервнi
функцiї;

u(r, ϕ, z) = {u1(r, ϕ, z), u2(r, ϕ, z), ..., un+1(r, ϕ, z)}− шукана двiчi неперервно
диференцiйовна функцiя.
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Стосовно промiжку I+
n розглянуто 4 канонiчних випадки:

1) R0 ≡ 0; Rn+1 ≡ +∞ (шар);
2) R0 > 0; Rn+1 ≡ +∞ (шар з порожниною);
3) R0 ≡ 0; Rn+1 ≡ R < +∞ (суцiльний цилiндр);
4) R0 > 0; Rn+1 ≡ R < +∞ (порожнистий цилiндр).
Iнтегральнi зображення єдиних точних аналiтичних розв’язкiв дослiджува-

них крайових задач одержано методом класичних iнтегральних перетворень Фур’є
та гiбридних iнтегральних перетворень (Фур’є-Бесселя, Вебера, Ганкеля 1-го ро-
ду, Ганкеля 2-го роду) у поєднаннi з методом головних розв’язкiв (матриць впли-
ву та матриць Грiна). Побудованi розв’язки носять алгоритмiчний характер, не-
перервно залежать вiд параметрiв i даних задачi та можуть бути використанi як
в теоретичних дослiдженнях, так i в практицi iнженерних розрахункiв стацiонар-
них процесiв у кусково-однорiдних середовищах, якi описуються цилiндричною
системою координат.

[1] Самойленко В.Г., Конет I.М. Рiвняння математичної фiзики. – Київ: ВПЦ
"Київський унiверситет", 2014. – 283 c.

[2] Конет I.М., Пилипюк Т.М. Параболiчнi крайовi задачi в кусково-однорiдних
цилiндрично-кругових середовищах. – Кам’янець-Подiльський: Абетка-Свiт,
2017. – 84 c.
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При вирiшеннi проблем кластеризацiї та класифiкацiї iнформацiї часто ви-
никають потреби вiзуалiзацiї результатiв в рамках iстотного зменшення розмiр-
ностi простору ознак – класи та кластери мають вiдображатися на площинi або
в тривимiрному просторi. Пiдходи до такої вiзуалiзацiї даних пропонує метод
багатовимiрного шкалювання – сукупнiсть методiв аналiзу емпiричних даних
про близькiсть об’єктiв, за допомогою яких визначається розмiрнiсть просто-
ру iстотних для даної змiстовної задачi характеристик вимiрюваних об’єктiв i
конструюється конфiгурацiя точок (об’єктiв) в цьому просторi. Цей простiр –
багатовимiрна шкала – значення iстотних характеристик вимiрюваних об’єктiв,
яким вiдповiдають певнi позицiї на вiсях простору. Математичне формулювання
цiлей багатовимiрного шкалювання – це пошук i iнтерпретацiя в вихiдному про-
сторi ознак нових змiнних, що дають можливiсть, на пiдставi даних про взаємно
попарнi вiдстанi мiж об’єктами, сформулювати ступiнь подiбностi мiж об’єктами
простору ознак – вiдстанi або iншi мiри подiбностi об’єктiв мiж характеристика-
ми об’єктiв [1, 2].

В доповiдi пропонується розвиток засобiв синтезу систем класифiкацiї, кла-
стеризацiї даних з використанням засобiв псевдо обернення матриць для вирi-
шення задач вiзуалiзацiї iнформацiї вiдносно взаємного розташування об’єктiв
класифiкацiї i/або кластеризацiї на послiдовностi дво-, три- вимiрних площин в
деякому просторi, вiдмiнному вiд початкового простору ознак. Для вирiшення
поставлених проблем iстотно використовуються результати Кириченка М.Ф. з
теорiї збурення псевдо обернених i проекцiйних матриць [3, 4]. Доповiдь мiстить
тезисне викладення основних означень та спiввiдношень теорiї псевдо обернених
i проекцiйних матриць, вiдповiднi подання вiдстаней вiдповiдностi мiж елемен-
тами та об’єктами просторiв. Наведено алгоритми побудови кусково гiперпло-
щинних кластерiв, якi забезпечують вирiшення поставленої проблеми.
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Ефективнiсть запропонованого методу шкалювання iнформацiї була проде-
монстрована на розпiзнаваннi дактилем української жестової мови [5], де в яко-
стi характеристичних ознак були взятi 52 ознаки, розподiленi на 6 груп, залежно
вiд способу їх отримання. Експерименти проводились з групами ознак, якi хара-
ктеризують геометро-топологiчнi характеристики кистi руки людини при показi
букв дактильної абетки i для яких було отримано прийнятну якiсть розпiзна-
вання [5]. На прикладi класифiкацiї дев’яти букв абетки (А, Б, В, Г, Ж, I, Е,
И, Й) за п’ятьма i трьома ознаками, було отримано роздiльнiсть цих дактилем
на площинi шкалювання. Вiдзначимо, що використання п’яти характеристичних
ознак дозволило отримати бiльш чiтку вiддiльнiсть (вiдстанi букв вiд площини
шкалювання були в межах вiд 0.1580 до 0.3828) тодi як при використаннi трьох
характеристичних ознак вiдстанi вiд площини шкалювання були значно меншi
(в межах вiд 0.0306 до 0.1274), тобто у три-п’ять разiв меншi. Виключення ста-
новила дактилема Б, як в першому випадку (0.0177), так i в другому випадку
(0.0073), вiддiльнiсть вiд площини шкалювання була незначною, що може свiд-
чити про складнiсть розпiзнавання саме цiєї дактилеми за даними характери-
стичними ознаками.

Подальшi дослiдження будуть спрямованi на удосконалення запропоновано-
го методу i його застосування до всiх букв української дактильної жестової мови
з метою отримання оптимального шкалювання характеристичних ознак для на-
дiйного розпiзнавання.

[1] Девисон М. Многомерное шкалирование. Методы наглядного представле-
ния данных. – М.: Финансы и статистика, 1988. – 254 c.

[2] Воронцов К.В. Лекции по алгоритмам кластеризации и многомерного
шкалирования. – 2007. – 18 c. Ресурс: http://www.ccas.ru/voron/download/
Clustering.pdf.

[3] Kirichenko N.F. Analytical representation of perturbations of pseudoinverse
matrices // Cybernetics and Systems Analysis. – 1997. – 33, 2. – P. 230-238.

[4] Кириченко Н.Ф., Кудин Г.И. Анализ и синтез систем классификации си-
гналов средствами возмущений псевдообратных и проекционных операций
// Кибернетика и системный анализ. – 2009. – 3. – P. 47-57.

[5] Kryvonos, I.G., Krak, I.V., Barmak, O.V., Shkilniuk, D.V. Construction and
identification of elements of sign communication // Cybernetics and Systems
Analysis. – 2013. – 49, 2. – P. 163-172.
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Загальною постановкою задачi машинного навчання з вчителем є вiдновле-
ння деякої невiдомої змiнної за спостережуваними даними. Одним з класичних
пiдходiв до вирiшення цiєї задачi є прихованi марковськi моделi (ПММ). В цiй
роботi значну увагу придiлено опису переваг та недолiкiв пiдходу, а також ме-
тодам подолання останнiх зi збереженням перших.

Розглянуто метод занурення ПММ в гiльбертiв простiр з вiдтворюючим ядром
та методи регуляризацiї моделi на етапi навчання. Вивчено апроксимацiйнi оцiн-
ки методу за допомогою регуляризацiї Нiстрома.

В роботi розглянуто методи розв’язання прикладних задач машинного на-
вчання за допомогою прихованих моделей Маркова, зокрема, онлайн сегмента-
цiя аудiо-записiв, передбачення епiлептичних нападiв за показаннями електро-
енцефалограми, гео-локалiзацiя та iншi. Результати та алгоритмiчна складнiсть
розглянутого методу порiвнюються з результатами iнших сучасних алгоритмiв.

[1] Kriukova G., Pereverzyev S., Tkachenko P. Nyström type subsampling analyzed
as a regularized projection // Inverse Problems. Special issue on learning and
inverse problems. – 2017. – 33, 7. –C. 074001.

[2] Kriukova G., Glybovets M. Regularization of Hidden Markov Models Embedded
into Reproducing Kernel Hilbert Space // Recent Developments in Data Science
and Intelligent Analysis of Information. Proceedings of the XVIII International
Conference on Data Science and Intelligent Analysis of Information. – 2018. –
pp. 338-347.
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Проаналiзовано розвиток дослiджень з термомеханiки термочутливих стру-
ктур, якi проводяться в IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України щодо фор-
мулювання математичних моделей та розроблення методiв дослiдження їх тер-
момеханiчної поведiнки [1–3] за складного теплообмiну з оточуючими середови-
щами та дiї силових навантажень. Характерною особливiстю цих моделей є те,
що сформульованi задачi теплопровiдностi є нелiнiйними, а задачi термопруж-
ностi – крайовими задачами зi змiнними коефiцiєнтами.

Аналiзується використання методу поетапної лiнеаризацiї при розв’язуваннi
задач теплопровiдностi для термочутливих структур iз матерiалу з простою не-
лiнiйнiстю, на поверхнях яких вiдбувається конвективно-променевий теплообмiн,
а також метод лiнеаризувальних параметрiв для наближеного знаходження тем-
пературних полiв в таких однорiдних i шаруватих структурах за конвективного
теплообмiну з зовнiшнiм середовищем.

Побудова розв’язкiв крайових задач термопружностi для термочутливих стру-
ктур здiйснюється за допомогою варiанту методу збурень або запропонованого
способу їх зведення до iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду на певнi ба-
зовi компоненти напружено-деформованого стану, через якi визначаються iншi
його компоненти.

[1] Кушнiр Р.М., Попович В.С. Термопружнiсть термочутливих тiл. – Львiв:
Сполом, 2009. – 412 c.

[2] Кушнiр Р.М., Попович В.С., Процюк Б.В. Про розвиток дослiджень тер-
момеханiчної поведiнки термочутливих тiл // Мат. методи та фiз.-мех.
поля. – 2016. – 59, № 3. – C. 7–27.

[3] Kushnir R. Thermal and thermoelastic state of thermosensitive structures
subject to complex heat exchange // Structural Integrity. Vol. 5. Proc. of the
ICTAEM-1 / E.E. Gdoutos (ed.) – Springer, 2018. – P. 377–382.
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Розглянемо задачу групового переслiдування з k переслiдувачами й одним утi-
качем. Задача описується системою лiнiйних функцiонально-диференцiальних
рiвнянь нейтрального типу

żi(t) = Aizi(t) +Bizi(t− τi) + Ciżi(t− τi) + ϕi(t, u, v), (1)
zi(t) = z0i(t), −τ ≤ t ≤ 0,

żi(t) = ˙z0i(t), −τ ≤ t < 0, i = 1, .., k,

де zi ∈ R, Ai, Bi, Ci – ni × ni постiйнi матрицi, τi = const.
Термiнальна множина M∗i (t) ∈ Rni , i = 1, .., k, де

M∗i (t) = M0i +Mi(t), t ∈ [0,+∞), (2)

Кожен iз групи переслiдувачiв обирає керування з урахуванням iнформацiї
про початкове положення z0i(·) i vt(·) у виглядi вимiрної функцiї

ui(t) = ui(z0i(·), vt(·)), t ∈ [0, T ], ui(t) ∈ Ui, i = 1, .., k, (3)

де vt(·) = {v(s) : v(s) ∈ V (s), s ∈ [0, t]} – передiсторiя керування другого гравця
до моменту t. Таке керування реалiзує квазiстратегiю.

Теорема 1 Нехай для конфлiктно-керованого процесу (1), (2) виконується умо-
ва Понтрягiна, вiдображення Mi(t), i = 1, .., k, опуклозначне i для початкового
стану z0(·), i для деякого селектора γi(·, ·) ∈ Γ, Tk ∈ Tk(z0(·), γ(·, ·)) 6= ∅. То-
дi траєкторiя процесу (1) може бути виведена з початкового стану z0(·) на
термiнальну множину M∗(Tk) у момент Tk за допомогою керування вигляду
(3).

[1] Chikrii A.A. Conflict-Controlled Processes. – New York: Springer, Science and
Business Media, 2013. – 424 p.

[2] Беллман Р. Дифференциально-разностные уравнения. – М.: Мир, 1967. –
548 p.
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Довгий час для опису динамiки популяцiй використовувалися моделi з зо-
середженими параметрами, тобто розглядалися однорiднi популяцiї, в яких всi
особи iдентичнi. Але особи в популяцiї розрiзняються за деякими ознаками, на-
самперед за вiком. Тому для бiльш точного опису динамiки популяцiй засто-
совують системи з розподiленими параметрами. Такi моделi допомагають бiльш
точно дослiджувати проблеми демографiї, мiкробiологiї, бiоценологiї, популяцiй-
ної екологiї.

Класична модель динамiки вiкової структури запропонована фон Фоерсте-
ром [1].

В данiй працi модель фон Фоерстера узагальнюється до вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(τ, t, P )x, (τ, t) > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t, P )x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

де x(τ, t) – вiкова щiльнiсть особин вiку τ в момент часу t,

P =

∞∫
0

γ(τ)x(τ, t)dτ – зважена чисельнiсть особин.

Для системи (1) доведенi теореми iснування та єдиностi додатного розв’язку,
теореми про iснування стацiонарних розподiлiв та їх стiйкiсть. Розглядаються
частиннi випадки (1).

[1] Von Foerster H. Some remarks on changing population // Kinetics of Cellular
Proliferation. – New York: Grune and Stratton, 1959. – P. 382–407.
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Опiр високошвидкiсних пiдводних транспортних засобiв може бути зменше-
ний з використанням суперкавiтацiї. Ця iдея була розроблена у багатьох теоре-
тичних, чисельних та експериментальних дослiдженнях у багатьох країнах. Для
отримання малих чисел кавiтацiї на малих швидкостях транспортних засобiв або
на великих глибинах руху використовується вентиляцiя газу всерединi каверни
[1-2]. Деякi цiкавi результати були отриманi в роботах [3-4] для стацiонарного
потоку рiдини без гравiтацiйних ефектiв. В роботi [5] результати цих робiт уза-
гальненi для нестацiонарних вертикальних потокiв в полi сили тяжiння. Зокрема,
було запропоновано рiвняння першого наближення для радiуса R(х) стацiонарної
осесиметричної вентильованої каверни. У даному дослiдженнi розглянутi число-
вi рiшеннях даного рiвняння при рiзних значеннях числа Фруда Fr i параметра
k. Розрахованi форми i розмiри вентильованих каверн i проаналiзованi критичнi
значення iнтенсивностi пiддуву.

[1] Логвинович Г.В. Гидромеханика течений со свободными границами. – К.:
Наук. думка, 1969. – 208 c.

[2] I. Nesteruk Drag drop on high-speed supercavitating vehicles and supersonic
submarines // Applied Hydromechnics. – 2015. – vol. 17, N 4. – P. 52 – 57.
http://hydromech.org.ua/content/pdf/ph/ph-17-4

[3] Манова З.I., Нестерук I.Г., Шепетюк Б.Д. Оцiнки впливу вентиляцiї на
форму тонких осесиметричних каверн // Прикладна гiдромеханiка. –
2011. – Т. 13(85),N 2. – C. 44-50.

[4] Нестерук I.Г., Шепетюк Б.Д. Форма штучних осесиметричних каверн ри
до - та надкритичних значеннях iнтенсивностi пiддуву // Прикладна гi-
дромеханiка. – 2012. – Т.14, N 2. – C. 53-60.

[5] Nesteruk, I. Shape of Slender Axisymmetric Ventilated Supercavities // Journal
of Computational Engineering. – 2014. – V.2014, Article ID 501590. –
P. 18.doi:10.1155/2014/501590.
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У пропонованiй роботi викладенi теоретичнi основи моделювання неiзотермi-
чних процесiв дифузiї вуглеводнiв в нанопористих каталiзаторах для нелiнiйної
iзотерми Лангмюра, що найбiльш повно визначає механiзм адсорбцiйної рiвно-
ваги для нанопористих мезосистем цеолiту.

∂c(t, z)

∂t
+
∂a(t, z)

∂t
+ u

∂c

∂z
= Dinter

∂2c

∂z2
;

−H
∂T (t, z)

∂t
− uhg

∂T

∂z
−Q

∂a

∂t
−X2T + Λ

∂2T

∂z2
= 0;

∂a

∂t
= β

c− 1

b0 exp
(
−∆H
RT

) a

afull − a
)

 ,

(1)

де перше та друге рiвняння описуть процеси масопереносу та теплопереносу вiд-
повiдно, третє рiвняння - нелiнiйна iзотерма Ленгмюра.

Для розв’язання системи (1) було використано операцiйний метод Хевiсайда
[1] i перетворення Лапласа [2].

[1] Lavrentiev M.A., Shabat B.V. Methods of theory of functions of a complex vari-
able. – M: Nauka, 1987. – 736 p.

[2] Petryk M., Leclerc S., D. Canet, Sergienko I.V., Deineka V.S., Fraissard J. The
Competitive Diffusion of Gases in a zeolite bed: NMR and Slice Procedure,
Modelling anmd Identification of Parameters // Journal of Physical Chemi-
stry C. – 2015. – 119, 47. – P. 26519-26525.
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В цiй роботi для чисельного моделювання бiологiчних систем, заданих си-
стемою диференцiальних рiвнянь, було розроблено, протестовано та використа-
но для наукового експерименту програмне забезпечення для хмарних обчислень,
кластерiв та грiд.

Розроблене програмне забезпечення динамiчно розподiляє навантаження мiж
головним процессором (CPU) та графiчними акселераторами (GPU). Використа-
ння рiзних графiчних акселераторiв прискорює моделювання в 12 − 50 разiв у
порiвняннi з моделюванням з одноядерним Intel Xeon, 2.4 GHz, в залежностi вiд
GPU та виконуваних задач.

Програмне забезпечення було ефективно використане для моделювання си-
стем з 108 осциляторiв моделi Курамото-Сакагучi. В ходi чисельного експери-
менту дослiджено умови синхронiзацiї, фазовi переходи та явища часткової ча-
стотної синхронiзацiї, побудовано бiфуркацiйнi дiаграми.

В цiй доповiдi ми зосереджуємо увагу на побудовi та налаштуваннi комп’ю-
терної системи для моделювання, а також обговорюємо оптимiзацiйнi рiшення
для досягнення високої продуктивностi масштабованих паралельних обчислень.

[1] Sudakov O.O., Cherederchuk A.I., Maistrenko V.L. Simulation of large neuronal
networks in cloud and grid with graphics processing units // 9th IEEE Internati-
onal Conference on Intelligent Data Acquisition and Advanced Computing
Systems: Technology and Applications (IDAACS). – 2017. – C. 311–316.
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Notations and definitions are used from [1]. A.A. Goldberg [1] implicitly raised
the following problem.

Problem 1. What is a relationship between the class of entire functions of
completely regular growth with finite order ρ and the class of entire functions of
bounded lρ-index?

We give some partial answer to the question. Out main result is following

Теорема 1 (Main Theorem) . Let α ≥ 1, (xn)n∈N be a positive strictly increasi-
ng unbounded sequence such that xn+1 − xn ≥ 1,

∑∞
n=1

nα

x
p
n
< +∞,

∑∞
n=1

nα

x
p−1
n

=

+∞ for some p ∈ N \ {1}.
Let ρ = inf{β ≥ 1 :

∑∞
n=1

nα

x
β
n

< ∞}, m1 = 1, mk+1 = mk + [kα] (k ∈ N),

λmk = xk and λj = λmk + j−mk
mk+1−mk

λ1−ρ
mk for mk ≤ j < mk+1. Then an infinite

product f(z) =
∏∞
k=1

(
1− zp

λ
p
k

)
has the following properties:

1) f is an entire function of order ρ;

2) zeros of the function f does not satisfy condition (C) and if, in addition, n−αx1−ρ/2
n →

0 as n→∞ then they do not satisfy condition (C′);

3) f has unbounded lρ-index.

4) if α = 1 and xn = nγ , γ ∈ [1, 2] then the function f has completely regular
growth.

[1] Goldberg A.A. An estimate of modulus of logarithmic derivative of Mittag-
Leffler function with applications // Mat. Stud. – 1996. – 5. – P. 21–30 (in
Ukrainian).
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We construct an orthogonal trigonometric Schauder basis in the space C(T2) of
2π-periodic in each variable continuous on R2 functions [1]. Further for this basis we
use a notation {tk}k∈N. Our results generalize the one-dimensional construction that
is based on the kernel of de la Vallée Poussin [2]. The polynomial degree is considered
in terms of the l1- and l∞-norms.

To construct this basis we use ideas of a dyadic anisotropic periodic multiresoluti-
on analysis (PMRA) and corresponding wavelet spaces that were developed in [3] and
[4]. The multiresolution analysis is formed using the sequence of only rotation matri-
ces.

For a function f ∈ C(T2) and µ ∈ N we define the operator

Sµf =

µ∑
k=1

〈f, tk〉tk,

where 〈f, tk〉 are the Fourier coefficients with respect to the basis {tk}k∈N. The main
result is the estimation of the norm ‖Sµ‖C(T2)→C(T2 ).

[1] Derevianko N., Myroniuk V., Prestin J. On an orthogonal bivariate tri-
gonometric Schauder basis for the space of continuous functions // To appear
in J. Approx. Theory.

[2] Prestin J., Selig K. K. On a constructive representation of an orthogonal tri-
gonometric Schauder basis for C2π // Oper. Theory, Adv. Appl., Birkhäuser,
Basel. – 2001. – 121. – – P. 402-425.

[3] Langemann D., Prestin J. Multivariate periodic wavelet analysis // Appl.
Comput. Harm. Anal. – 2010. – 28. – – P. 46–66.

[4] Bergmann R., Prestin J. Multivariate periodic wavelets of de la Vallée Poussin
type // J. Fourier Anal. Appl. – 2015. – 21. – P. 342–369.
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We follow the terminology and notation of [1, 3]. For a metric compactum (X, d)
we consider the space GX of inclusion hyperspaces on X with the “double Hausdorff”
metric dHH and the spaceMX of capacities (= non-additive measures) with the Prokhorov
metric d̂. For 0 < q < 1 the space Rq(X) of the mappings X → X with contraction
factors ≤ q with the uniform convergence metric is a compactum.

For any r̄ ∈ expRq(X) and G ∈ GX we put Gr̄(G) =
⋂
r∈r̄ Gr(G). Then Gr̄(G) is

in GX and depends continuously on (r̄,G) ∈ expRq(X)×GX. Now for R ∈ GRq(X)
we define GR(F) by the formula GR(F) =

⋃
r̄∈RGr̄(F). For H ∈ expX we have

H ∈ GR(F) if and only if there is r̄ ⊂
cl
Rq(X), r̄ ∈ R such that for each r ∈ r̄

the set H contains the image r(F ) of some F ∈ F . We call R an IFS for inclusion
hyperspaces and GR : GX → GX an IFS operator [2] associated with R.

Similarly IFS for normalized capacities is defined. We put Mr̄(c) =
∧
r∈r̄Mr(c)

for all r̄ ∈ expRq(X) and c ∈MX. Then Mr̄(c) is in MX and depends continuously
on (r̄, c) ∈ expRq(X)×MX. Now for R ∈MRq(X) the capacityMR(c) was defined
in [1] with the formula:

MR(c)(F ) =
∨

r̄∈expRq(X)

min{Mr̄(c)(F ),R(r̄)} for F ⊂
cl
X.

It is known [1, Theorems 1,2] that there are unique fixed points (attractors
for IFSs) for the mappings GR and MR, which are called a self-similar inclusi-
on hyperspace and a self-similar capacity respectively. Their fractal dimensions will
be discussed in the talk.

[1] Nykyforchyn O.R., Fractal capacities and iterated function systems//
Mathematical Gerold of Shevchenko Scientific Society 5 (2008), 259–273.

[2] Vrscay E.R., From Fractal Image Compression to Fractal-Based Methods in
Mathematics, in Fractals in Multimedia, ed. by M. F. Barnsley, D. Saupe and
E. R. Vrscay. — New York, Springer-Verlag, 2002.

[3] Zarichnyi M.M., Nykyforchyn O.R. Capacity functor in the category of
compacta// Sbornik: Mathematics 199:2 (2008), 159–184.
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Let the functions f : Rd → C, g : Rd → C be measurable and Lp-integrable on each
compact in Rd. Generalizing the definition of Besikovitch’s and Stepanov’s distances
( see [1], [2]) for the function on Rd we have the following definitions.

Def 1.DSp [f(x), g(x)] = sup
x∈Rd

[
1
ωd

∫
B(x,1)

|f(y)− g(y)|pdy
] 1
p

, p ≥ 1. The metric

generated by such distance is called Stepanov’s metric.

Def 2. Put DBp [f(x), g(x)] =

{
lim
T→∞

1
ωdT

n

∫
B(0,T )

|f(y)− g(y)|pdy
} 1
p

, p ≥ 1,

the metric generated by this distance is called Besicovitch’s distance of order p.
Def 3. Function f(x) : Rd → C is called D–almost periodic function if there exists

a sequence of finite exponential sums Sn(x) =
∑
j
cje

i〈λj ,x〉, cj ∈ C, λj ∈ Rd, such

that lim
n→∞

D[f(x), Sn(x)] = 0.

In the case for D = DBp the function f is called Bp–almost periodic function
and in the case for D = DSp the function f is called Sp–almost periodic function

In joint work with S.Yu Favorov we obtain the next theorem.
Theorem. Let f(x), x ∈ Rd, be B2– almost periodic function with the spectrum

Λ = {λk}∞k=1. Suppose that there exists a set of balls {B(xj , R)} such that the
multiplicities of intersections do not exceed h, and numbers of elements λ ∈ Λ ∩
B(xj , R) is uniformly bounded. Then the function f(x) is S2 – almost periodic.

[1] A. S. Besicovitch. Almost periodic functions. Cambridge university press. –
1932. – 253 p.

[2] V. V. Stepanov. About metric in S2–almost periodic function’s space.// DAN
USSR. – 1949. – V.LXIV.– No 3. – P. 171. (In Russian)
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A sharp Kolmogorov-Remez type inequalities
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For r = 2, k = 1 or r = 3, k = 1, 2; any q, p ≥ 1; β ∈ [0, 2π) and arbitrary
measurable set B ⊂ I2π := [−π/2, 3π/2], µB ≤ β, we prove sharp Kolmogorov-
Remez type inequality

‖f (k)‖q ≤
‖ϕr−k‖q

E0(ϕr)αLp(I2π\B2m)

‖f‖αLp(I2π\B)‖f
(r)‖1−α∞ , f ∈ Lr∞, (1)

with α = α1 := min{1 − k/r, (r − k + 1/q)/(r + 1/p)}, where ϕr is perfect Euler’s
spline of order r, E0(f)Lp(G) is the best approximation of the function f by constants
in the space Lp(G), B2m =

[
π−2m

2
, π+2m

2

]
and the number m = m(β) ∈ [0, π) is

defined by the number β uniquely.
Under the same conditions and q < rp

r−k we also establish the following sharp
Kolmogorov-Remez type inequality which takes into account the number ν(f (k)) of
sign changes of the derivatives f (k):

‖f (k)‖q ≤
(
ν(f (k))

2

) 1
q
−α
p ‖ϕr−k‖q
E0(ϕr)αLp(I2π\B2m)

‖f‖αLp(I2π\B)‖f
(r)‖1−α∞ (2)

with α = α2 := (r − k + 1/q)/(r + 1/p).
Note that the exponent α = α1 is the largest possible in the inequality (1) but

α2 > α1 under the condition q < rp
r−k .

For β = 0 the inequalities (1) and (2) have been proved in [1].

[1] Бабенко В.Ф., Кофанов В.А., Пичугов С.А. Точные неравенства типа Кол-
могорова с ограниченной старшей производной в случае малых гладкостей
// Укр. мат. журн. – 2001. – 53, 10. – C. 1298–1308.
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Given a metric space (X, d, µ) with a measure µ, a domain in X is an open path-
connected set in X. We call a bounded connected set E  Ω an acceptable set if
E ∩ ∂Ω 6= ∅. We call a sequence {Ek}∞k=1 of acceptable sets a chain if it satisfies the
following conditions: 1. Ek+1 ⊂ Ek for all k = 1, 2, . . . , 2. dist (Ω∩∂Ek+1,Ω∩∂Ek) >

0 for all k = 1, 2, . . . , 3. The impression
∞⋂
k=1

Ek ⊂ ∂Ω. We say that a chain {Ek}∞k=1

divides the chain {Fk}∞k=1 if for each k there exists lk such that Elk ⊂ Fk. Two
chains are equivalent if they divide each other. A collection of all mutually equivalent
chains is called an end and denoted [Ek], where {Ek}∞k=1 is any of the chains in the
equivalence class. The impression of [Ek], denoted I[Ek], is defined as the impression
of any representative chain. We say that an end [Ek] is a prime end if it is not divisible
by any other end. The collection of all prime ends is called the prime end boundary
and is denoted EΩ. In what follows, we set Ω

P
:= Ω∪EΩ. If Ω is finitely connected at

every boundary point, then it is called finitely connected at the boundary. Consider the
condition A : for all β : [a, b)→ X ′ and x ∈ f −1 (β(a)) , a mapping f : D → X ′

has a maximal f-lifting in D starting at x.

Theorem 1. Let D and D ′ be domains with finite Hausdorff dimensions α and
α ′ > 2 in spaces (X, d, µ) and (X ′, d ′, µ ′), respectively. Assume that X is complete
and supports an α-Poincaré inequality, and that the measure µ is doubling. Let D be
a bounded domain which is finitely connected at the boundary, and let Q : X → (0,∞)
be a locally integrable function. Suppose that f : D → D ′, D ′ = f(D), is a discrete,
closed and open ring Q-mapping in ∂D, for which A-condition holds. Moreover,
suppose that ∂D ′ is strongly accessible and D ′ is compact in X ′. Then f has a
continuous extension f : DP → D ′, f(DP ) = D ′, whenever Q ∈ FMO(∂D).
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E-mail: olskask@gmail.com, n-stas@ukr.net

Let (Ω,A, P ) be a probability space, Λ =
(
λk(ω)

)+∞
k=0

and f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

are
sequences of nonnegative and complex-valued random variables on it respectively.
Let D(Λ) be the class of formal random Dirichlet series of the form F (z, ω) =
+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω), D =
⋃

ΛD(Λ). Let Θ be the class of complex-

valued random variables ξn such that (∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 ≤ |ξn| ≤ c2 a.s.
Let ∆ be the class of nonnegative random variables δn such that (∀x ∈ R)(∀n ∈
N) : M(exδn ) ≤ C1(x) < +∞. In particular, we have proved the following theorem.

Теорема 1 ([1]) Let (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, F ∈ D with coefficients f = (fk(ω)) and
Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. If M
(
ξnexδn

)
= 0 for every n ∈ N and any x ∈ R, and

(
ξke

xδk
)
is a sequence

of independent random variables for each x ∈ R, then σзб(F, ω) ≥ σ(F3) a.s.,

where F3(x) =
+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk . If we additionally assume that (∃C2(x) > 0)(∀n ∈

N)(∀x ∈ R) : M(exδn ) ≥ C2(x), then σзб(F, ω) = σ(F3) a.s.

2. If
(
ξke

xδk
)
is a sequence of independent random variables for every x ∈ R, then

σ(F, ω) ≥ σ(F4) a.s. If we additionally assume that (∀x, x < σ(F, ω))(∃a >
0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1 and (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6= ∞ a.s.,
also (∃C3(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : Dexδn ≥ C3(x), then σ(F, ω) = σ(F4)

a.s., where F4(x) =
+∞∑
k=0

|ak|exλk .

[1] Скаскiв О.Б., Стасiв Н.Ю. Абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з випадковими
показниками // Вiсник Львiв. ун-ту. Сер. мех.-мат. – 2017. – Вип.84. – С.76–
91.
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Let T = D × C, Tβ = (0, β) × (0,+∞), R = (r1, r2) ∈ R2
+, z = (z1, z2) ∈ T. For

p, q ∈ Z+ and partial derivative of analytic function F (z1, z2) in T we will use the

notation F (p,q)(z1, z2) :=
∂p+qF (z1,z2)

∂z
p
1∂z

q
2

. Let L(z) = (l(z1, z2), 1), where l(z1, z2) :

D × C → R2
+ is a continuous function such that (∀(z1, z2) ∈ T) : l(z1, z2) > β

1−|z1|
,

where β > 1 is a some constant.
An analytic function F : D× C→ C2 is called a function of bounded L-index (in

joint variables), if there exists n0 ∈ Z+ such that ∀(z1, z2) ∈ T and ∀(p1, p2) ∈ Z2
+

1

p1!p2!

|F (p1,p2)(z1, z2)|
lp1 (z1, z2)

≤ max
{ 1

k1!k2!

|F (k1,k2)(z1, z2)|
lk1 (z1, z2)

: 0 ≤ k1 + k2 ≤ n0

}
.

By Q(T) we denote the class of functions L, which satisfy the condition (∀R ∈
Tβ) : 0 < λ1(R) ≤ 1 ≤ λ2(R) <∞, where

λ1(R) = inf
(z0

1 ,z
0
2)∈T

inf

{
l(z1,z2)

l(z0
1 ,z

0
2)

: |z1 − z0
1 | ≤ r1/l(z0

1 , z
0
2), |z2 − z0

2 | ≤ r2
}
,

λ2(R) = sup
(z0

1 ,z
0
2)∈T

sup

{
l(z1,z2)

l(z0
1 ,z

0
2)

: |z1 − z0
1 | ≤ r1/l(z0

1 , z
0
2), |z2 − z0

2 | ≤ r2
}
.

Theorem. Let L ∈ Q(T). An analytic function F in T has bounded L-index in joint
variables if and only if for each R ∈ Tβ there exist n0 ∈ Z+, p0 > 0 such that for
every z0 = (z0

1 , z
0
2) ∈ T there exists (k0

1 , k
0
2) ∈ Z2

+, 0 ≤ k0
1 + k0

2 ≤ n0, and

max

{
|F (k1,k2)(z1, z2)|
k1!k2!lk1 (z1, z2)

: k1 + k2 ≤ n0, |z1 − z0
1 | =

r1

l(z0
1 , z

0
2)
,

|z2 − z0
2 | = r2

}
≤

p0

k0
1 !k0

2 !

|F (k0
1,k

0
2)(z0

1 , z
0
2)|

lk
0
1 (z0

1 , z
0
2)

.
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E-mail: tamara_antonova@ukr.net
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Я.С.Пiдстригача НАН України, Львiв, Україна
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Об’єктом дослiдження є послiдовнiсть {f̃n(z1, z2)}, n = 1, 2, . . . , скiченних
двовимiрних неперервних дробiв (ДНД) вигляду

f̃n(z1, z2) =

=
n
D
j=1

aj,0z1

1
+

n
D
j=1

a0,jz2

1
+

[n/2]

D
k=1

ak,kz1z2

1 +
n−2k

D
j=1

ak+j,kz1

1
+
n−2k

D
j=1

ak,k+jz2

1

, (1)

де aj,k, j, k = 0, 1, . . . , j + k ≥ 1, — сталi (коефiцiєнти дробiв), (z1, z2) ∈ C2, [α]
— цiла частина додатного числа α.

ДНД вигляду (1) пов’язанi iз задачею вiдповiдностi ДНД до деякого фор-
мального подвiйного степеневого ряду [1, 2].

У доповiдi буде розглянуте питання про збiжнiсть послiдовностi {f̃n(z1, z2)}, n =
1, 2, . . . , за таких умов:

0 ≤ aj,k ≤ K, j, k = 0, 1, . . . , j + k ≥ 1, (z1, z2) ∈ GM ,

GM =
{
|zi| < M, | arg(zi)| <

π

2
, i = 1, 2; | arg(z1) + arg(z2)| <

π

2

}
,

де K, M — додатнi сталi.

[1] Кучмiнська Х.Й. Вiдповiдний i приєднаний гiллястi ланцюговi дроби для
подвiйного степеневого ряду // Доп. АH УРСР. Сер. А. – 1978. – 7. – С. 614–
618.

[2] Murphy J., O’Donohoe M. R. A two-variable generalization of the Stieltjes-type
continued fractions // J. Comp. and Appl. Math. – 1978. – 4, 3. – C. 181 –190.
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Теорема iснування для аналiтичної у
полiкрузi функцiї обмежного L-iндексу за

сукупнiстю змiнних
1Iвано-Франкiвський нацiональний унiверситет нафти i газу,

Iвано-Франкiвськ, Україна
E-mail: andriykopanytsia@gmail.com

2Львiвський нацiональний унiверситет iм.I. Франка, Львiв, Україна
E-mail: petrechko.n@gmail.com

Будемо використовувати деякi стандартнi позначення. Нехай R+ = [0,+∞),
R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn. Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначи-
мо ‖K‖ = k1 + · · ·+ kn, K! = k1! · . . . · kn!. Нехай Dn(z0, R) = {z ∈ Cn : |zj − z0

j | <
rj , j = 1, . . . , n} — полiкруг. Dn = Dn(0,1), де 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1). Для
K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ i частинних похiдних функцiї F (z) = F (z1, . . . , zn) ко-

ристуватимемось позначенням: F (K)(z) = ∂‖K‖F
∂zK

= ∂k1+···+knF

∂z
k1
1 ...∂z

kn
n

. Нехай L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Dn → R+ неперервна функцiя така, що
(∀z ∈ Dn) : lj(z) > β/(1− |zj |), j ∈ {1, . . . , n}, (1)

де β > 1 деяка стала, β := (β, . . . , β) ∈ Rn. Аналiтичну функцiю F : Dn → C
називають функцiєю обмеженого L-iндексу (за сукупнiстю змiнних) [1], якщо
iснує n0 ∈ Z+ таке, що для кожного z ∈ Dn i для будь-яких J ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ (z)

≤ max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
. (2)

Найменше цiле n0 називають L-iндексом за сукупнiстю змiнних функцiї F i
позначають N(F,L,Dn) = n0. Нехай ZF – множина нулiв аналiтичної функцiї
F : Dn → C. Якщо z0 ∈ ZF , то через pF (z0) позначимо кратнiсть нуля z0 функцiї
F, тобто для всiх J ∈ Zn+ iз ‖J‖ < pF (z0) маємо F (J)(z0) = 0, але хоча б для
одного J, ‖J‖ = pF (z0), виконується нерiвнiсть F (J)(z0) 6= 0.

Теорема 1 Для того, щоб для аналiтичної функцiї F : Dn → C iснувала дода-
тна неперервна функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), що задовольняє (1) i така, що
функцiя F є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, необхiдно
i достатньо, щоб iснувало p ∈ Z+ таке, що pF (z0) ≤ p для всiх z0 ∈ ZF .

Ця теорема є узагальненням теореми для цiлих функцiй кiлькох змiнних [2].

[1] Bandura A.I., Petrechko, N.V. Properties of power series of analytic in a bidisc
functions of bounded L-index in joint variables // Carpathian Math. Publ. –
2017. – 9, no. 1. – P.6–12. doi: 10.15330/cmp.9.1.6-12

[2] Бандура A., Скаскiв О. Метричний простiр Iєра, теорема iснування та
цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних // Буковин.
матем. журн. –2017. – 5, №3-4. – С.8–14.
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Одержанi результати стосуються гiллястих ланцюгових дробiв (ГЛД) спецi-
ального вигляду

b0 +

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

1

bi(k)

, (1)

де b0, bi(k) − комплекснi числа, i(k) ∈ I,
I = {i1i2 . . . ik : 1 ≤ ik ≤ ik−1 ≤ ... ≤ i0; k ≥ 1; i0 = N} , N − фiксоване нату-
ральне число.

Теорема 1 Нехай елементи ГЛД (1) задовольняють умови

<(bi(k)) > 0,
∣∣arg bi(k)

∣∣ < θ, θ <
π

2
, i(k) ∈ I,

i нескiнченний добуток
∞∏
k=1

(
1

cos θ
(1− νk)

)
розбiгається до нуля, де

νk =

<(bi(k)

)∣∣bi(k)

∣∣+

ik∑
ik+1=1

1

<
(
bi(k+1)

)
−1

: i(k) ∈ Ik

 ,

Ik = {i1i2 . . . ik : 1 ≤ ik ≤ ik−1 ≤ ... ≤ i0; i0 = N} , k = 1, 2, 3, . . . .

Тодi ГЛД (1) збiгається i справджується оцiнка швидкостi збiжностi

|fn − fp| ≤
2N

min
i1
< (bi1 )

(
1

cos θ

)2s 2s∏
k=1

(1− νk) , n > p, s =
[p

2

]
.

[1] Боднар Д. И. Ветвящиеся цепные дроби. – Киев: Наук. думка, 1986. – 176 с.
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Нехай N – фiксоване натуральне число, Ik = {i(k) : i(k) = (i1i2 . . . ik), 1 ≤
ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, i0 = N} – множина мультиiндексiв, k ≥ 1.

Гiллястий ланцюговий дрiб вигляду
N∑
i1=1

ci(1)zi1

1 +

i1∑
i2=1

ci(2)zi2

1 +

i2∑
i3=1

ci(3)zi3

1 +
· · · , (1)

де ci(k) > 0, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, z = (z1, z2, . . . , zN ) ∈ CN , називається багатови-
мiрним S -дробом з нерiвнозначними змiнними i є узагальненням неперервного
дробу Стiльтьєса [1].

Теорема 1 Нехай елементи ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, багатовимiрного S-дробу з
нерiвнозначними змiнними (1) задовольняють такi умови

ci(k) ≤ r, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

де r – додатне дiйсне число, i нехай

fn(z) =

N∑
i1=1

ci(1)zi1

1 +

i1∑
i2=1

ci(2)zi2

1 +
. . .

+

in−1∑
in=1

ci(n)zin

1

– його n-й пiдхiдний дрiб. Тодi багатовимiрний S-дрiб з нерiвнозначними змiн-
ними (1) збiгається до функцiї f(z) в областi⋃

α∈(−π/2,π/2)

(
Pα,r

⋂
Qα,r

)
,

де

Pα,r =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

cos2 α
<
r

2

}
,

Qα,r =


z ∈ CN :

(
N∑
k=1

r|zk|
cos2 α

)1/2

1

2
+

(
1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α

)1/2
< 1


,
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i для кожних n ≥ 1 та −π/2 < α < π/2, i для кожного z iз областi Pα,r
⋂
Qα,r

виконуються такi оцiнки

|f(z)− fn(z)| ≤

(
N∑
k=1

r|zik |
cos2 α

)n+1

1

2
+

(
1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α

)1/2
2n

.

[1] Stieltjes T.-J. Recherches sur les fractions continues // Ann. Fac. Sci. Toulouse
Math. – 1894. – 8, 4. – P. J1-J122.
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Нехай Ω – деяка вимiрна за Лебегом пiдмножина ненульової мiри множини
R. Нехай X(Ω) – деякий переставно-iнварiантний комплексний банахiв простiр
вимiрних за Лебегом функцiй, якi дiють з множини Ω в множину C. Позначимо
ΞΩ множину всiх бiєкцiй σ : Ω → Ω таких, що σ i σ−1 є вимiрними за Лебегом
i зберiгають мiру Лебега, тобто µ(σ(A)) = µ(A) для кожної вимiрної за Лебегом
множини A ⊂ Ω, де µ – лiнiйна мiра Лебега. Функцiю f : X(Ω) → C називають
симетричною, якщо

f(x ◦ σ) = f(x)

для всiх x ∈ X(Ω) i σ ∈ ΞΩ.
В данiй роботi вивчаються алгебраїчнi базиси i спектри алгебр симетричних

аналiтичних функцiй на деяких переставно-iнварiантних комплексних банахових
просторах вимiрних за Лебегом функцiй.
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Нехай Lq , 1 ≤ q ≤ ∞, — простiр вимiрних 2π–перiодичних функцiй f зi стан-
дартною нормою. Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є

∑
k∈Z f̂(k)eikx, де

f̂(k) = 1
2π

∫ π
−π f(x)e−ikxdx — коефiцiєнти Фур’є функцiї f. Далi, нехай ψ 6= 0 —

довiльна функцiя натурального аргументу, β — довiльне фiксоване дiйсне число.
Якщо ряд

∑
k∈Z\{0}

f̂(k)
ψ(|k|) e

i(kx+β π
2

signk) є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї,
то її, наслiдуючи О. I. Степанця (див. [1, с. 25]), назвемо (ψ, β)–похiдною функцiї
f i позначимо fψβ . Для ψ — додатних i незростаючих та β ∈ R покладемо

Lm(ψ, β, q) = inf
Km

∥∥∥∥( m∑
n=1

eijnx
)ψ
β

∥∥∥∥
q

, 1 < q <∞,

де Km = {j1, ..., jm} — довiльний набiр iз m рiзних цiлих чисел.
Позначимо через Ψ множину додатних i незростаючих послiдовностей ψ, та-

ких, що ψ(τ)
ψ(2τ)

≤ C, τ ∈ N i C > 0 деяка абсолютна стала. Тодi справедливе
твердження.

Теорема 1 Нехай 2 < q < ∞, ψ ∈ Ψ, β ∈ R i, крiм цього, iснують ε1, ε2 > 0
такi, що послiдовнiсть ψ(τ)τ1/q−ε1 , τ ∈ N, не спадає, а послiдовнiсть ψ(τ)τε2 ,
τ ∈ N, не зростає, то

Lm(ψ, β, q) � ψ−1

(
[mq/2]

)√
m,

де [a] — цiла частина числа a.

[1] Степанец А.И. Классификация и приближение периодических функций. –
Киев: Наук. думка, 1987. – 268 c.
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НехайX – комплексний банахiв простiр. Розглянемо послiдовнiсть P = {Pn}∞n=1
алгебраїчно незалежних полiномiв наX, таких що для кожного n ∈ N полiном Pn
є неперервним n-однорiдним полiномом. Позначимо через HP алгебру, яка поро-
джена цими полiномами i замкнена в просторi Hb(X) цiлих функцiй обмеженого
типу (обмежених на обмежених пiдмножинах банахового простору X). Нага-
даємо, що алгеброю Фреше називають повну метризовану локально m-опуклу
алгебру. Алгебра HP є алгеброю Фреше вiдносно метрики простору Hb(X). Ко-
жен член ряду Тейлора функцiї f ∈ HP можна єдиним чином подати у виглядi
алгебраїчної комбiнацiї елементiв множини P :

f(x) = f(0) +

∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

ak1,k2...knP1(x)k1P2(x)k2 · · ·Pn(x)kn ,

де x ∈ X, ak1,k2,...,kn ∈ C i k1, k2 . . . , kn ∈ N0. Також у роботi дослiджено спектри
алгебр HP(X) на деяких банахових просторах X.
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В доповiдi мова буде йти про колмогоровськi поперечники класiв BΩ
p,θ [1]

перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у просторi B1,1, норма в якому
є бiльш сильною нiж L1-норма. Надалi Ω — функцiя типу модуля неперервностi
порядку l, яка задовольняє умови Барi-Стєчкiна (Sα) та (Sl) [2], i для певної
функцiї Ω класи BΩ

p,θ збiгаються з вiдомими класами Нiкольського-Бєсова Brp,θ.
Нехай W – центрально-симетрична множина у просторi X з нормою ‖ · ‖X .

Величина
dM (W,X) = inf

LM
sup
w∈W

inf
u∈LM

‖w − u‖X ,

де LM ⊂ X – пiдпростiр розмiрностi M , називається колмогоровським попере-
чником множини W у просторi X.

Теорема 1 Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де ω(τ) задовольняє умову

(Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь-якої послiдовностiM = (Mn)∞n=1
натуральних чисел такої, що M � 2nnd−1, справедливе спiввiдношення

dM (BΩ
p,θ, B1,1) � ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
)

[1] Sun Yongsheng, Wang Heping. Representation and approximation of multivari-
ate periodic fanctions with bounded mixed moduli of smoothness // Тр. мат.
ин-та им. В. А. Стеклова – 1997. – 219 – C. 356 – 377.

[2] Бари Н. К., Стечкин С. Б. Наилучшие приближения и дифференциальные
свойства двух сопряженных функций // Тр. Моск. мат. о-ва. – 1956. – 5,
С.483 – 522.
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Нехай F - довiльне поле нульової характеристики, 1
z
F [[ 1

z
]] - простiр фор-

мальних рядiв Лорана виду
∞∑
n=0

cn
zn+1 , cn ∈ F , i ϕ(z) =

∞∑
n=0

anzn - формаль-

ний степеневий ряд з коефiцiєнтами з F . Тодi диференцiальний оператор не-
скiнченного порядку ϕ

(
d
dz

)
є коректно визначеним у просторi 1

z
F [[ 1

z
]], тобто

ϕ
(
d
dz

)
g(z) =

∞∑
n=0

ang(n)(z) ∈ 1
z
F [[ 1

z
]], якщо g ∈ 1

z
F [[ 1

z
]]. На 1

z
F [[ 1

z
]] будемо

розглядати добуток (згортку) Гурвиця (див. [1], роздiл 1.5):

(f ∗ g)(z) =

∞∑
n=0

n∑
k=0

Cknakbn−k
zn+1

,

де f(z) =
∞∑
n=0

an
zn+1 i g(z) =

∞∑
n=0

bn
zn+1 .

Наступна теорема є деяким аналогом багатьох класичних тверджень про ха-
рактеризацiю трансляцiйно-iнварiантних лiнiйних операторiв.

Теорема 1 Нехай лiнiйний оператор A : 1
z
F [[ 1

z
]]→ 1

z
F [[ 1

z
]] є неперервним вiд-

носно топологiї Крулля. Тодi наступнi умови є єквiвалентними:
a) оператор A комутує з оператором диференцiювання d

dz
;

b) A комутує з будь-яким оператором зсуву у просторi 1
z
F [[ 1

z
]];

c) A є оператором згортки, тобто iснує такий ряд Лорана
Ψ ∈ 1

z
F [[ 1

z
]], що A(g) = Ψ ∗ g;

d) iснує такий формальний степеневий ряд ϕ(z), що A = ϕ( d
dz

).

За допомогою використання p-адичної топологiї на Z у роботi отримано де-
який аналог теореми 1 i для кiльця Z[[x]] формальних степеневих рядiв з коефi-
цiєнтами з Z.

[1] Л. Бибербах. Аналитическое продолжение. – Москва: "Наука 1967. – 240 c.
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Об’єктом дослiдження є числовий гiллястий ланцюговий дрiб (ГЛД) з дода-
тними частинними чисельниками

a0

1 +
∞
D
k=1

N∑
ik=1

ai(k)

1

−1

, (1)

де N ∈ N – кiлькiсть гiлок розгалужень, i(0) = i0 = 0, i(k) = i1i2 . . . ik, ip = 1, N ,
p = 1, k, k = 1, 2, . . ., – мультиiндекси. Позначимо

I0 = {0} , Ik =
{
i (k) = i1i2 . . . ik : ip = 1, N, p = 1, k

}
, k = 1, 2, . . . .

Нехай {Ei(k)}, ∅ 6= Ei(k) ⊂ R+, i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . ., – послiдовнiсть
множин елементiв ГЛД (1):

ai(k) ∈ Ei(k), i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 1 Нехай iснує стала α, 0 < α < 1, така, що вiдноснi похибки усiх
частинних чисельникiв ГЛД (1) задовольняють умови:∣∣αi(k)

∣∣ ≤ α, i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . . .

Сукупнiсть множин

E0 = (0,+∞) , Ei(k) =

(
0,

kγ

N

]
, i(k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . , γ < 1,

є послiдовнiстю множин вiдносної стiйкостi до збурень ГЛД (1). Для вiдно-
сних похибок пiдхiдних дробiв справджується оцiнка∣∣∣ε(s)∣∣∣ ≤ α+

Nα (1 + α)

1− α

s∑
n=1

nγ
n−1∏
k=1

(
1 +

1

Nkγ

)−1

, s = 0, 1, 2, . . . .
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В доповiдi анонсовано результати щодо оцiнок апроксимацiї функцiй, визна-
чених на одиничному кубi Id := [0, 1]d, d > 2, якi належать класам Бєсова та
Гельдера, за допомогою полiномiв, побудованих за кратним базисом Хаара в
просторах Лебега Lq(Id) зi стандартною нормою ‖ · ‖q .

Базис Hd є результатом певного впорядкування системи Hd0 = {hk}k∈Zd+ фун-

кцiй d змiнних, яка побудована на основi одновимiрного базису Хаара i системи
характеристичних функцiй двiйкового розбиття вiдрiзка [0, 1] (див., наприклад,
[1]).

Нехай Vn := span
{
hk, k ∈ Yn,d

}
=
{
u : u =

∑
k∈Yn,d

ckhk, ck ∈ R
}
,

n ∈ N, де Yn,d :=
{
k = (k1, . . . , kd) : 0 ≤ ki < 2n, i = 1, d

}
. Зазна-

чимо, що dimVn = 2nd. Через EVn (f)q позначимо величину найкращого на-
ближення функцiї f ∈ Lq(Id) елементами пiдпростору Vn i покладемо також
EVn (F )q := sup

f∈F
EVn (f)q для F ⊂ Lq(Id). Далi, через Pn позначимо оператор

Pn : L1 → Vn ортогонального проектування простору L1(Id) на пiдпростiр Vn
i покладемо EVn (f)q = EVn (f ;Hd0;Lq) :=

∥∥f − Pnf∥∥q та EVn (F )q := sup
f∈F
EVn (f)q

для F ⊂ Lq(Id).
При 0 < α < 1, 1 ≤ p ≤ ∞ i 1 ≤ θ < ∞ через SBαp, θ та SHα

p позначимо
одиничнi кулi вiдповiдно у iзотропному просторi Бєсова Bαp, θ та у класичному
просторi Гельдера Hα

p .

Теорема 1 Нехай 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞ i max
{

0; d
p
− d

q

}
< α < 1. Якщо

W = SBαp, θ чи W = SHα
p , то справедливi порядковi рiвностi

EVn (W )q � EVn (W )q � 2−nα.

[1] Романюк В.С. Кратный базис Хаара и его свойства // Укр. мат. журн. –
2015. – 67, №9. – С. 1253 – 1264.
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Задачi, пов’язанi з апроксимацiєю функцiй полiгармонiчними функцiями, ма-
ють широке застосування в механiцi. Розглянемо апроксимативнi властивостi
тригармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах функцiй, що задовольняють умо-
вi Лiпшиця в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай f ∈ L, δ > 0. Величину

P3(δ; f ;x)=
a0

2
+

∞∑
k=1

λδ(k) (ak cos kx+ bk sin kx) ,

де λδ(k) =
(

1 + 1
4

(3− e−
2
δ )(1− e−

2
δ )k + 1

8
(1− e−

2
δ )2k2

)
e−

k
δ , називають тригар-

монiйним iнтегралом Пуассона функцiї f .
Розглянемо клас Лiпшиця Hα [1, с. 120] функцiй f ∈ C, якi задовольняють

умовi
|f(x+ h)− f(x)| ≤ |h|α, 0 < α ≤ 1, 0 ≤ h ≤ 2π, x ∈ R.

В данiй роботi вивчається задача про знаходження асимптотичної поведiнки
величини E

(
H1;P3(δ)

)
C

= sup
f∈H1

∥∥f(x)− P3(δ; f ;x)
∥∥
C
.

Теорема 1 При δ → ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть E
(
H1;P3(δ)

)
C

=
1
δ

+ 1
δ2
.

[1] Степанец А.И. Методы теории приближения. – Киев: Ин-т математики
НАН Украины, 2002. – Ч.I. — 427 c.
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обґрунтування тахiонової кiнематики
Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

E-mail: grushka@imath.kiev.ua

В доповiдi розглядаються узагальненi перетворення Лоренца в сенсi E. Recami,
В. Ольховського та R. Goldoni, що дiють в просторi МiнковськогоM (H) = R⊕H
над довiльним дiйсним гiльбертовим простором (H, ‖·‖ , 〈·, ·〉). У частинному ви-
падку H = R3 такi перетворення було введено в роботах E. Recami, В. Ольхов-
ського та R. Goldoni, а пiзнiше перевiдкрито в роботах С.Ю. Мєдвєдєва, M. Hill та
Barry J. Cox. Множина узагальнених перетворень Лоренца OT (H) мiстить класи-
чну групу Лоренца O(H) надM (H), причому цi перетворення можна розглядати,
як узагальнення класичних перетворень Лоренца на випадок, коли швидкiсть
iнерцiйної системи вiдлiку перевищує швидкiсть свiтла [1]. Можна довести, що,
на вiдмiну вiд класичного випадку, множина OT (H) не утворює групу операторiв
в просторiM (H) [2]. Незважаючи на це, використовуючи теорiю мiнливих мно-
жин [3], можна побудувати математично строгу модель кiнематики, яка вклю-
чає класичну кiнематику спецiальної теорiї вiдносностi, i, в той же час, дозволяє
iснування надсвiтлових швидкостей для iнерцiйних систем вiдлiку. Але, оскiль-
ки множина OT (H) не є групою, така кiнематика не буде задовольняти принцип
вiдносностi (рiвноправностi iнерцiйних систем вiдлiку) у дiапазонi надсвiтлових
швидкостей.

Також будуть обговорюватись iншi варiанти узагальнень перетворень Ло-
ренца за межi свiтлового бар’єру (зокрема, узагальненi перетворення Лоренца,
введенi в роботах M. Hassani).

[1] Grushka Ya.I. Tachyon generalization for Lorentz transforms // Methods of
functional analysis and topology. – 2013. – Vol. 19, N 2. – P. 127-145.

[2] Грушка Я.I. Алгебраїчнi властивостi тахiонних перетворень Лоренца //
Збiрник праць Iнституту математики НАН України. – 2013. – Том 10, N 2. –
C. 138-169.

[3] Grushka Ya.I. Draft introduction to abstract kinematics. (Version 2.0). – Prepri-
nt: ResearchGate, 2017. – 208 p. – DOI: 10.13140/RG.2.2.28964.27521.
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Аналiтичнi оцiнки спектральних
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Iвано-Франкiвськ, Україна
E-mail: m−dmytryshyn@hotmail.com

Нехай Bs2,τ (Ω) — простiр Бєсова, 0 < s <∞, 1 ≤ τ ≤ ∞, Ω = (a, b), −∞ < a <

b <∞ i функцiя p(·) ∈ C∞(Ω̄) така, що p(ξ) > 0 (ξ ∈ Ω), 0 < Ca = lim
ξ↓a

p(ξ)
ξ−a <∞,

0 < Cb = lim
ξ↑b

p(ξ)
b−ξ < ∞. Для m = 1, 2, . . . i l = 0, 1, . . . ,m визначимо диференцi-

альний оператор Лежандра Am,lu = (−1)m
dm

dξm

(
pl(ξ)

dmu

dξm

)
, з областю визна-

чення D(Am,m) = C∞(Ω̄) i D(Am,l) =
{
u ∈ C∞(Ω̄) : u(j)(a) = u(j)(b) = 0, j =

0, . . . ,m− l− 1
}
для всiх l = 0, 1, . . . , m− 1. Оператор Am,l має замикання Ām,l

в L2(Ω) ([1, теор. 7.4.1]), причому його пiдпростiр векторiв експоненцiального
типу щiльний в L2(Ω)[2].

Нехай Rλj (Ām,l) =
{
u ∈ D∞(Ām,l) : (λjI − Ām,l)rjx = 0

}
— спектральний

пiдпростiр, асоцiйований з власним значенням λj кратностi rj ; Rν(Ām,l) — ком-
плексна лiнiйна оболонка в L2(Ω) всiх спектральних пiдпросторiв Rλj (Ām,l) та-
ких, що |λj | < ν. Визначимо простiр R(Ām,l) =

⋃
ν>0Rν(Ām,l) з квазiнормою

|u|R(Ām,l)
= ‖u‖L2(Ω) + inf

{
ν > 0: u ∈ Rν(Ām,l)

}
.

Теорема 1 Виконуються такi нерiвностi:

‖u‖Bs2,τ (Ω) ≤ (τs−1(s+ 1)2)1/τ |u|sR(Ām,l)
‖u‖L2(Ω),

E(t, u) ≤ 2(s+1)/2(τ−1s(s+ 1)−2)1/τ t−s‖u‖Bs2,τ (Ω),

де E(t, u) = inf
{
‖u− u0‖L2(Ω) : u0 ∈ R(Ām,l), |u0|R(Ām,l)

≤ t
}
.

[1] Трибель Х. Теория интерполяции, функциональные пространства, диффе-
ренциальные операторы. – М: Мир, 1980. – 664 c.

[2] Dmytryshyn M., Lopushansky O. Bernstein-Jackson-type inequalities and Besov
spaces associated with unbounded operators // J. Inequal. Appl. – 2014. – 2014,
105. – P. 1-12.
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Декомпозицiя операторних рiвнянь за
допомогою методiв iтеративного

агрегування
ДВНЗ "Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя

Стефаника Iвано-Франкiвськ, Україна
E-mail: kopachm2009@gmail.com

Cучаснi обчислювальнi технологiї iстотно експлуатують високопродуктивнi
багатопроцесорнi режими обчислень, основою яких є алгоритми декомпозицiї
задач. Принцип декомпозицiї грунтується на алгоритмах, за допомогою яких
задачi високої розмiрностi замiнюються задачами меншої розмiрностi. Цим ча-
сто створюється можливiсть побудови розпаралелених схем обчислень. З помiж
найуживанiших методик декомпозицiї операторних рiвнянь досить результатив-
ними є багатопараметричнi методи iтеративного агрегування (див., напр., [1]).

В пропонованiй доповiдi для рiвняння x = Ax+ b, де A : E → E, E− банахiв
простiр, b ∈ E, A− лiнiйний неперервний оператор, розглядаються способи по-
будови як однопараметричних, так i багатопараметричних методiв iтеративного
агрегування. При цьому запропонована Б.А. Шуваром та розвинута разом з його
учнями (див., напр., [2]) методика дослiдження методiв iтеративного агрегування
не вимагає додатностi оператора A, вiльного члена b та агрегуючих функцiона-
лiв, а також виконання умови ρ(A) < 1 для спектрального радiуса оператора
A.

[1] Цурков В.И. Декомпозиция в задачах большой размерности. – М.: Наука,
1981. – 352 c.

[2] Шувар Б.А., Копач М.I., Обшта А.Ф. Агрегацiйно-iтеративна декомпози-
цiя операторних рiвнянь. – Iвано-Франкiвськ: Супрун В.П., 2016. – 164 c.
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Загороднюк А.В., Кравцiв В.В.

Мультиплiкативна згортка на алгебрi
блочно-симетричних аналiтичних функцiй

ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя
Стефаника” , Iвано-Франкiвськ, Україна

E-mail: azagorodn@gmail.com, maksymivvika@gmail.com

Нехай
X s∞ = ⊕`1C

s

нескiнченна `1-сума копiй банахового простору Cs. Тодi кожен елемент з x ∈ X s∞
може бути зображений у виглядi послiдовностi x = (x1, . . . , xn, . . .), де xn ∈ Cs,

з нормою ‖x‖ =
∞∑
k=1

s∑
i=1
|xik|.

Полiном P на просторi X s∞ = ⊕`1Cs називається блочно-симетричним (або
векторно-симетричним) якщо:

P




x1
1
x2

1
...
xs1


1

, . . . ,


x1
m

x2
m

...
xsm


m

, . . .



= P




x1
1
x2

1
...
xs1


σ(1)

, . . . ,


x1
m

x2
m

...
xsm


σ(m)

, . . .

 ,

для будь-якої пiдстановки σ ∈ G, ∈ G — група пiдстановок на множинi N, де
x1
i
x2
i
...
xsi

 ∈ Cs.Позначимо через Pvs(X s∞) алгебру блочно-симетричних полiномiв

на X s∞.
Алгебраїчний базис алгебри Pvs(X s∞) утворюють полiноми

Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs) =

∞∑
i=1

(x1
i )
k1 (x2

i )
k2 . . . (xsi )

ks ,

k1 + k2 + . . .+ ks = n.

Позначимо черезHbvs(X s∞) — алгебру блочно-симетричних аналiтичних фун-
кцiй обмеженого типу iMbvs(X s∞) — спектр цiєї алгебри.

Означення 1.
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Нехай (x1, x2, . . . , xs), (y1, y2, . . . , ys) ∈ X s∞. Введемо мультиплiкативний зсув
елементiв (x1, x2, . . . , xs) i (y1, y2, . . . , ys) як вектор, який складається з еле-

ментiв


x1
i y

1
j

x2
i y

2
j

...
xsi y

s
j

 , занумерованих у довiльному порядку, i, j ∈ N i позначимо

(x1, x2, . . . , xs) � (y1, y2, . . . , ys).
Означення 2.
Для довiльної функцiї f ∈ Hbvs(X s∞) i θ ∈ Hbvs(X s∞)′ мультиплiкативну

згортку введемо за формулою:

(θ � f)(x̃) = θ[Mx̃(f)], для кожного x̃ ∈ X s∞.

Означення 3.
Для довiльних φ, θ ∈ Hbvs(X s∞)′ мультиплiкативну згортку введемо за фор-

мулою:
(φ � θ)(f) = ϕ(θ � f), для кожного f ∈ Hbvs(X s∞).

У доповiдi буде доведено деякi властивостi мультиплiкативного зсуву та муль-
типлiкативної зготки.
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Про наближення класiв W r
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α
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Схiдноєвропейський нацiональний унiверситет iменi Лесi Українки,
Луцьк, Україна

E-mail: kalchuk_i@ukr.net, kharkevich.juriy@gmail.com

Нехай r > 0 i β — фiксоване дiйсне число. Якщо ряд
∞∑
k=1

kr
(
ak cos

(
kx+ βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+ βπ

2

))
є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L,

то цю функцiю називають (r, β)-похiдною функцiї f в розумiннi Вейля-Надя i по-
значають через frβ . Множину усiх функцiй f , котрi задовольняють таку умову,
позначають через W r

β [1].
Якщо f ∈W r

β , i при цьому frβ ∈ H
α, тобто frβ задовольняє умову Лiпшиця по-

рядку α: |frβ(x + h) − frβ(x)| ≤ |h|α, 0 < α ≤ 1, 0 ≤ h ≤ 2π,

x ∈ R, то кажуть, що f належить до класу W r
βH

α.
Величину

Bδ(f ;x) =
1

π

∫ π

−π
f(t+ x)

{1

2
+
∞∑
k=1

(
1 +

k

2
(1− e−

2
δ )e−

k
δ
)

cos kt
}
dt, δ > 0,

принято називати бiгармонiчним iнтегралом Пуассона функцiї f .
В данiй роботi вивчається асимптотична поведiнка при δ → ∞ величин

E(W r
βH

α;Bδ)C = sup
f∈Wr

β
Hα
‖f(·)−Bδ(f ; ·)‖C .

Теорема 1 Нехай r > 0, 0 ≤ α < 1, r+α ≤ 2, β ∈ R. Тодi при δ →∞ має мiсце
рiвнiсть E(W r

βH
α;Bδ)

C
=

θ(α)

δr+α
A(α, τ)+O

(
1

δ1+r + 1
δ2

)
, 2α−1 ≤ θ(α) ≤ 1, де ве-

личина A(α, τ) означена спiввiдношенням A(α, τ) = 1
π

∞∫
−∞
|t|α

∣∣∣∣∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+ βπ

2

)
du

∣∣∣∣ dt
i для неї справедлива оцiнка A(α, τ) =

{
O(1), r + α < 2,
O(ln δ), r + α = 2.

[1] Nagy B. Über gewise Extremalfragen bei transformierten trigonometrischen
Entwicklungen, I // Periodischer Fall, Berichte der math. phys. KL. Akademie. –
Leipzig, 1938. – 90. – P. 103–134.
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Оцiнки росту та спадання функцiї в
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Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова, Одеса,
Україна

E-mail: anakor1958@gmail.com

Нехай майже всюди додатня на кубi Q0 ⊂ Rd функцiя f ∈ L (Q0). Вiдносне
середнє коливання функцiї f на кубi Q ⊂ Q0 вiдображає величина Ω(f ;Q)/fQ,
де fQ = |Q|−1

∫
Q f(x) dx – середнє значення, а Ω(f ;Q) = |Q|−1

∫
Q

∣∣f − fQ∣∣ dx –
середнє коливання на кубi Q. Для 0 < σ ≤ |Q0| позначимо

ν(f ;σ) = sup|Q|≤σ
(
Ω(f ;Q)/fQ

)
,

де точна верхня межа береться по всiм кубам Q ⊂ Q0, мiра яких |Q| ≤ σ. Фун-
кцiя ν(f ;σ) характеризує вiдноснi середнi коливання функцiї f на малих кубах.
Очевидно, що ν(f ;σ) ≤ 2. За вiдомою теоремою Гурова – Решетняка та її подаль-
ших уточнень (див., наприклад, [1]), якщо ν(f ;σ) достатньо мала принаймнi при
якому-небудь σ > 0, то швидкiсть росту функцiї f до нескiнченностi не може
бути бiльшою, нiж степенева. Точнiше, незростаюча рiвновимiрна перестановка
f∗(t) функцiї f при t ↓ 0+ обмежена зверху степеневою функцiєю.

Основним результатом даного повiдомлення є аналогiчна оцiнка знизу не-
спадної рiвновимiрної перестановки f∗(t). Для формулювання вiдповiдного твер-
дження позначимо f∗∗(t) = t−1

∫ t
0 f∗(u) du.

Теорема 1 Нехай ν (f ; |Q0|) ≤
(
e
(
1 + 2d

))−1. Тодi

f∗∗(t) ≥
1

4
fQ0 exp

(
−
(

1 + 2d
)

e

∫ |Q0|

2d·t
ν(f ;σ)

dσ

σ

)
, 0 < t ≤ 2−d |Q0| .

Основою доведення теореми 1 є оцiнка вiдносних середнiх коливань переста-
новки через функцiю ν(f ;σ), яка, можливо, представляє i самостiйний iнтерес.
Тут ми її не наводимо за браком мiсця.

З теореми 1, зокрема, випливає, що за умови збiжностi iнтегралу∫ |Q0|
0 ν(f ;σ) dσ/σ,

функцiя f вiдокремлена вiд нуля на Q0. Ранiше було вiдомо ([1]), що ця умова
тягне також неперервнiсть f на Q0.

[1] Anatolii Korenovskii. Mean Oscillations and Equimeasurable Rearrangements
of Functions. – Springer-Verlag Berlin Heidelberg: Lecture Notes of the Unione
Matematica Italiana, 2007. – 190 pp.
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Дослiджується поведiнка дзета-функцiй Рiмана в критичнiй смузi. Ця фун-
кцiя для комплексних чисел s = σ+it при σ > 1 визначена як сума узагальненого
гармонiйного ряду, тобто ζ(s) =

∑∞
n=1 h

−s.
В своїх дослiдженнях Л. Ейлер показав, що має мiсце тотожнiсть

∑∞
n=1 h

−s =∏
p(1− p−s)−1, де добуток розглядається по всiх простих числах.
Для комплексних значень дзета-функцiю вперше вивчав Б. Рiман, який i

вказав ряд глибоких властивостей цiєї функцiї [1].
При 0 < σ < 1 дзета-функцiю завжди (причому рiзними способами) можна

подати у виглядi (1) [2-3]

ζ(s) = f(x) + χ(s)f(1− s), (1)

де χ(s) = πs−
1
2 Γ

(
1− s

2

)(
Γ
( s

2

))−1
, f(s) – деякий аналiтичний вираз. Зокрема,

виходячи з (1) показано, що на критичнiй прямiй, коли σ =
1

2
для функцiї матиме

мiсце представлення

ζ

(
1

2
+ it

)
= k(t) exp iϕ(t)(1 + exp(−2i(θ(t) + ϕ(t))), (2)

де θ(t) = t
2

ln t
2π
− t

2
− π

8
+ ∆(t), ∆(t) = 0(t−1), k(t) та ϕ(t) – вiдповiдно модуль

та аргумент величини f(s) при s =
1

2
+ it. Це дає змогу прослiдкувати динамi-

ку функцiї на критичнiй прямiй при зростаннi t. Доведено, що на цiй прямiй
знаходяться майже всi нетривiальнi нулi, тобто має мiсце гранична рiвнiсть

lim
T→∞

N0(T )

N(T )
= 1,

де N(T ) – кiлькiсть нетривiальних нулiв функцiї в прямокутнику D = {0 < σ <
1, 0 < t ≤ T}, N0(T ) – кiлькiсть нулiв на вiдрiзку 0 < t ≤ T критичної прямої.

Також розглянуто обернену задачу – вiдшукання нетривiальних нулiв дзета-
функцiї по вiдомих простих числах. При цьому використовуються псi-функцiя
Чебишова, нулi Грама та один варiант варiацiйно-iтеративного методу.

[1] Риман Б. О числе простых чисел, не превышающих данной величины: со-
чинения. – Москва: ОГИЗ, 1948. – 543 c.

[2] Титчмарш Е.К. Теория дзета-функции Римана. – Москва: ИЛ, 1953. – 409 c.
[3] Edward H.M. Riemann’s Zeta Function. – Acad: Press, 1974. – 317 c.

182



Марiя Марцiнкiв

Оператор лiнiйного продовження для
мультилiпшицевих та лiпшицево
полiномiальних вiдображень

ДВНЗ "Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя
Стефаника Iвано-Франкiвськ, Україна

E-mail: mariadubey@gmail.com

У статтi [1] введено поняття дволiпшицевого вiдображення та побудовано
вiльний банахiв простiр, з допомогою якого дволiпшицеве вiдображення може
бути подовжене до дволiнiйного, а також наведенi деякi властивостi вiльних ба-
нахових просторiв для дволiпшицевого вiдображення. У [2] введено клас лiпши-
цево полiномiальних вiдображень P(nX,E).

У запропонованiй доповiдi розглядатиметься клас мультилiпшицевих вiд-
ображень Lipn0 (X1 × X2 × · · · × Xn), властивостi вiльних банахових просторiв
для мультилiпшицевих вiдображень, а також властивостi оператора продовжен-
ня для мультилiпшицевих та лiпшицево полiномiальних вiдображень, зокрема:

Теорема 1 Нехай X є замкненим пiдпростором банахового простору Y. Якщо
Bn(X) є локально доповнюваним у Bn(Y ) для деяких n > 0, тодi iснує лiнiйний
оператор продовження з Lip0(X) у Lip0(Y ), з Lipn0 (Xn) у Lipn0 (Y n) i з P(nX)
у P(nY ).

Теорема 2 Якщо банахiв простiр X є абсолютно лiпшицевим ретрактом,
тодi для довiльного банахового простору Y , який мiстить X як замкнений
пiдпростiр, iснує неперервний лiнiйний оператор продовження з Lip0(X) у
Lip0(Y ) i з Lipn0 (Xn) у Lipn0 (Y n), та з P(nX) у P(nY ).

[1] Dubei M., Tymchatyn E. D., Zagorodnyuk A. Free Banach Spaces and Extension
of Lipschitz Maps // Topology, Elsevier. – 2009. – V. 48, , № 2. – P. 203–213.

[2] Дубей М. В.,Загороднюк А. В. Лiнеаризацiя лiпшицево-полiномiальних та
лiпшицево-аналiтичних функцiй // Карпатськi математичнi публiкацiї. -
2011. – Т.3, , №1. – С.40–48.
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Розвиток математичного аналiзу в Чернiвецькому унiверситетi розпочався
майже з його заснування, коли у 1876 роцi тут став працювати австрiйський
математик Леопольд Ґеґенбауер. Пiсля нього в австрiйський перiод аналiзом у
Чернiвецькому унiверситетi займалися такi вiдомi математики як Ґустав фон
Емерiх, Йосип Племель, Ганс Ган, у румунський – Симион Стоїлов i Мирон
Николеску, в радянський – Микола Боголюбов, Михайло Фаґе, Карл Фiшман,
Микола Нагнибiда. Їх вклад проаналiзовано в працях [1,5-10].

У 50-их роках ХХ столiття на кафедрi математичного аналiзу з iнiцiативи
М.Фаґе i К.Фiшмана постала сильна школа з теорiї операторiв у просторах ана-
лiтичних функцiй. Її досягненням проаналiзовано в працi [2] Вклад у розвиток
цiєї школи внесли М. Нагнибiда,
Й. Кушнiрчук, Т. Шмата, М. Березовський, Г.Сасько, П. Настасiєв,
Н. Олiйник, В. Маслюченко, С. Лiнчук, Н. Лiнчук, Т. Звоздецький, Ю. Лiнчук.
Дослiдження М. Фаґе про L-базиси продовжив I. Григорчук, який працював i
в теорiї наближень. Iсторiю розвитку функцiонального аналiзу i теорiї нарiзно
неперервних вiдображень до 2010 року проаналiзовано в працях [3,4].

Вказанi напрямки активно розвивалися i в останнє дисятилiття, за яке на ка-
федрi математичного аналiзу було захищено три докторських (О. Маслюченко,
В. Несеренко, О. Карлова) i сiм кандидатських дисертацiй (О. Фiлiпчук, О. Гай-
дукевич, Г. Волошин, В. Холоменюк, О. Мороник, В. Косован, Г. Гуменчук), а
ще двi кандидатськi дисертацiї подано до захисту (Д. Онипа i В. Мельник).

Зараз на кафедрi математичного аналiзу працює шiсть докторiв фiзико-мате-
матичних наук (В. Маслюченко, М. Попов, В. Михайлюк, О. Маслюченко, В. Не-
стеренко, О. Карлова) i три кандидати (Т. Звоздецький, Ю. Лiнчук i О. Фотiй).
Про досягнення як наших сучасникiв, так i їхнiх попередникiв i буде йти мова у
доповiдi.

[1] Маслюченко В.К. Розвиток дослiджжень з математичного аналiзу в
Чернiвецькому унiверситетi // Мiжнар. конф. "Сучаснi проблеми аналi-
зу присв. 70-рiччю кафери математичного аналiзу Чернiв. ун-ту, 30 вересня
– 3 жовтня. 2010, Чернiвцi. Тези доповiдей. – Чернiвцi: Книги – ХХI, 2010.
– C. 7–15.

[2] Лiнчук С.С. Огляд результатiв дослiджень з теорiї операторв у просто-
рах аналiтичних функцiй у Чернiвецькому унiверситетi // Мiжнар. конф.
"Сучаснi проблеми аналiзу присв. 70-рiччю кафери математичного аналiзу
Чернiв. ун-ту 30 вересня – 3 жовтня. 2010, Чернiвцi. Тези доповiдей. – Чер-
нiвцi: Книги – ХХI, 2010. – C. 15–22.

[3] Маслюченко В.К., Попов М.М. Функцiональний аналiз у Чернiвецькому
унiверситетi // Мiжнар. конф. "Сучаснi проблеми аналiзу присв. 70-рiччю

184



кафери математичного аналiзу Чернiв. ун-ту 30 вересня – 3 жовтня. 2010,
Чернiвцi. Тези доповiдей. – Чернiвцi: Книги – ХХI, 2010. – C. 23–27.
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216.
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// Мат. вiсник НТШ. – 2009. – 6, № 2. – C. 14-34.
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Геометричнi фiгури часто виступають як елементи картин художникiв. Ви-
вчення таких явищ цiкаве як для математикiв, так i мистецтвознавцiв. Про них
частково йшла мова у працях [1,2], де згадувалася творчiсть Леонардо да Вiн-
чi, Альбрехта Дюрера, Маурiца Ешера та мистецький проект Святослава Вiрсти
"Я формула". Тут ми розглянемо вплив математики на творчiсть вiдомого худо-
жника Казимира Малевича (1879-1935), визначного дiяча українського авангар-
ду, засновника супрематизму i одного з фундаторiв кубофутуризму, як сказано
про нього у Вiкiпедiї.

Слово супрематизм, що його ввiв сам митець, ймовiрно походить вiд вiдомо-
го математичного термiну супремум, що означає точну верхню межу множини,
тбто найменшу з її верхнiх меж. Воно породжене словами найвищий, граничний,
початковий [3]. Iконою супрематизму [3, 4] вважають картину К. Малевича, да-
товану 1913 роком, широко вiдому в наш час пiд назвою "Чорний квадрат"(рис.
1)

Рис. 1: К. Малевич. Чорний Хрест. Чорний квадрат. Чорний круг.

Як бачимо на рис. 1 К. Малевич використовував i iншi геометричнi фiгури:
хрест i круг. Сам К. Малевич тлумачив свою картину так: "Квадрат = вiдчут-
тя, бiле поле = "Нiщо"поза цим вiдчуттям". У Петербурзi у 2001 роцi вийшов
великий том [5] лiтературних творiв К. Малевича росiйською мовою пiд назвою
"Черный квадрат". До речi, К. Малевич народився в Києвi, володiв українською
мовою i позицiонував себе українцем польського походження. Досить повну бiо-
графiю написав Анжей Туровський [6], фрагменти цiєї книги у перекладi Олени
Новикової можна знайти в iнтернетi.
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Картин з геометричним антуражом у К. Малевича багато : бiлi i червонi ква-
драти, чорнi та червонi прямокутники i круги, трикутники з накладеними кру-
гами. Цiкаву iнформацiю про К Малевича подав Ростислав Шмагало. У своїй
монографiї [7, с. 359] в абзацi про так званий "супрематичний чайник"вiн зазна-
чає: "В основу формотворення художник поклав прямий кут, кулю, куб, цилiндр.
В основi орнаменту — математичний, тобто "машинний"шлях його створення".

Про зв‘язки К. Малевича з Україною написано багато. Воно зiбрано, напри-
клад, у згаданому вище перекладi роздiлу книжки А. Туровського. Згадаємо
тут хоча б статтю Дмитра Горбачова [8], який вважається чи не найвiдомiшим
Українi, а то й у свiтi знавцем творчостi К. Малевича.

[1] Маслюченко В.К., Матвiїшин Г.Я.Мистецтво i математика //vii мiжнар.
наук.-пр. конф. "Математика. Iнформацiйнi технологiї. Освiта Свiтязь, 3-5
червня 2018р., тези доповiдей. — Луцьк: ПП Iванюк В.П., 2018. — C.159.

[2] Маслюченко В.К., Матвiїшин Г.Я. Мистецький проект "Я формула" //vii
мiжнар. наук.-пр. конф. "Математика. Iнформацiйнi технологiї. Освiта Свi-
тязь, 3-5 червня 2018р., тези доповiдей. — Луцьк: ПП Iванюк В.П., 2018. —
C.160-161.

[3] Власенко Iрина. Таємниця чорного квадрата
https://auamodna.com/articles/taemnytcya-chornogo-kvadrata/

[4] Фiлевська Тетяна. Все що ви хотiли знати про "Чорний квадрат але боя-
лись запитати. https://life.pravda.com.ua/culture/2015/06/24/196184/

[5] Малевич К. Черный квадрат. – СПб: Азбука, 2001. – 576 c.

[6] Turowski A. Malewicz w Warszavie. – Krakow: 2002.

[7] Шмагало Ростислав. Мистецька освiта в Українi середини XIX — сере-
дини XX ст.: структурування, методологiя, художнi позицiї. – Львiв:
Українськi технологiї, 2005. – 528 c.

[8] Горбачов Дмитро. Всесвiт Малевича з центром у Києвi // Україна. –
1988. – № 28 – C. 11-12.
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Ми називаємо пару функцiї (g, h) парою Гана на топологiчному просторi X,
якщо g : X → R i h : X → R — є, вiдповiдно, напiвнеперервними зверху та знизу,
такими, що g(x) ≤ h(x) на X. Якщо g(x) < h(x) на X, тодi ми називаємо (g, h)
строгою парою Гана. Функцiя f : X → R називається промiжною для пари
Гана (g, h) на X, якщо g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X та строго промiжною, якщо
g(x) < f(x) < h(x) як тiльки g(x) < h(x) i g(x) = f(x) = h(x) коли g(x) = h(x).
Теорема Гана-Д‘єдонне-Катетова-Тонґа [1, p. 105] стверджує, що T1-простiр X
тодi i тiльки тодi, коли кожна пара Гана (g, h) на X має промiжну неперервну
функцiю. Ця теорема має ряд аналогiв ([2] i лiтература звiдти). Тут представ-
лено деякi з недавних результатiв, що стосуються диференцiйовних промiжних
функцiй та промiжних функцiй для пар Гана нарiзно неперервних функцiй.

Теорема 1 Нехай X сепарабельний Гiльбертовий простiр та (g, h) — строга
пара Гана на X. Тодi iснує C∞-функцiя f : X → R, яка є строго промжною
для (g, h).

Цей результат можна довести для асплундових просторiв та паралелепiпедiв
в Rn

Для f : X × Y → Z та (x, y) ∈ X × Y покладемо fx(y) = f(x, y) = fy(x). Для
топологiчних просторiв X, Y та Z ми позначаємо через C(X), Cu(X) та Cl(X)
простори неперервних, напiвнеперервних зверху та знизу вiдповiдно функцiй f :
X → R, через CC(X×Y ), CuCu(X×Y ) i ClCl(X×Y ) — простори неперервних,
напiвнеперервних зверху та знизу вiдповiдно функцiй, заданих f : X × Y → R, i
через C(X,Y ) та CC(X × Y, Z) — простори неперервних вiдображень f : X → Y
i нарiзно неперервних вiдображень f : X × Y → Z вiдповiдно.

Для топологiчний просторiв X i Y ми назвемо пару функцiй (g, h), g ∈
CuCu(X × Y ) та h ∈ ClCl(X × Y ), нарiзною парою Гана.

Нагадаємо, що хрест-топологiєю C на добутку X × Y двох топологiчних
просторiв називається топологiя, що складається з множин O ⊆ X × Y таких,
що дя кожної точки p = (x, y) ∈ O iснують околи U точки x та V точки y в
просторах X та Y вiдповiдно з властивiстю (U × {y}) ∪ ({x} × V ) ⊆ O.
Теорема 2 Нехай X i Y — T1-простори. Тодi кожна нарiзна пара Гана (g, h)
на добутку X × Y має промiжну нарiзну пару Гана тодi i тiльки тодi, коли
простiр Q = (X × Y, C) є нормальним.

[1] Р. Энгелькинг Общая топология.. – М.: Мир, 1986. – 752 c.
[2] В.К. Маслюченко, О.В. Маслюченко, В.С. Мельник Iснування промiжних

кусково лiнiйних та нескiнченно диференцiйовних функцiй // Бук. мат.
журн. – 2016. – 4, 3-4. – C. 93-100.
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Часткову вiдповiдь на питання апроксимацiї неперервних функцiї на пiдмножи-
нах сепарабельних дiйсних банахових просторiв було дано у 1954 роцi Я. Кур-
цвейлом у роботi [1]. Для апроксимацiї у розгляд були введенi вiдокремлювальнi
полiноми. На ширшому пiдкласi дiйсних банахових просторiв у працi [2] були
апроксимованi рiвномiрно неперервнi функцiї. Для цього введенi у розгляд рiв-
номiрно аналiтичнi та вiдокремлювальнi функцiї. На пiдмножинах комплексного
банохового простору апроксимацiї неперевних та рiвномiрно неперервнi функцiї
розглянуто у працi [4]. У працi [3] дається вiдповiдь на питання спiвпадiння слаб-
ко полiномiальної топологiї та топологiї норми. А також дослiджується питання
спiвпадiння слабко, рiвномiрно слабко аналiтичної топологiї та топологiї норми.
Пiд час доповiдi ми обговоримо топологiчнi питання пов’язанi з апроксимацiєю
неперервних функцiй на банахових просторах, якi стосуються вiдокремлюваль-
них полiномiв та вiдокремлювальних рiвномiрно аналiтичних функцiї.

[1] J. Kurzweil, On approximation in real Banach spaces //Studia Math. – 1954. –
vol 14 – P. 214–231.

[2] Boiso M. C., Hájek P. Analytic Approximations of Uniformly Continuous
Functions in Real Banach Spaces // Journal of Mathematical Analysis and
Applications. – 2001. – V.256– P. 80–98.

[3] Загороднюк А.В. Митрофанов М.А. Слабко полiномiальна та слабко ана-
лiтична топологiя на банахових просторах i на просторах фреше // Кар-
патськи математичнi публiкацiї – 2012. – Т.4 №1 – С. 49–57.

[4] Mitrofanov M. A. Approximation of continuous functions on complex Banach
spaces (Translation) // Math. Notes – 2009. – vol 86 – No. 4 – P. 530–541.

189



Василь Нестеренко, Олена Фотiй

Про деякi характеризацiї аналогiв
неперервностi

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича,
Чернiвцi, Україна

E-mail: v.nesterenko@chnu.edu.ua, ofotiy@ukr.net

Добре вiдомою є характеризацiя неперервностi вiдображення в термiнах за-
микання образу: вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X та
Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A) (∗)

для довiльної пiдмножини A простору X. Зрозумiло, що коли вимагати вико-
нання умови (∗) не для всiх пiдмножин простору X, а лише для деяких, то
включення (∗) буде означати певне ослаблення неперервностi. В [1] для деяких
вiдомих ослаблень неперервностi було знайдено системи множин, якi характе-
ризують їх за допомогою умови (∗). Однак, для деяких добре вiдомих аналогiв
неперервностi (наприклад, квазiнеперервностi) таких систем не було знайдено.

Пiзнiше, в [2], було встановлено зв’язок мiж поняттям A-неперервностi та по-
няттям неперервностi вiдносно системи. Це дало можливiсть узагальнити бiль-
шiсть результатiв з [1].

Виявляється, що одержати характеризацiю квазiнеперервностi функцiй з R
в R в термiнах замикання образу (умова (∗)) не вдається.

Теорема 1 Для довiльної системи A ⊆ R iснує квазiнеперервна функцiя f :
R→ R, така, що умова (∗) не виконується для системи A.

[1] Нестеренко В.В. Новi характеризацiї деяких ослаблень неперервностi //
Буковинський математичний журнал. – 2013. – 1, 3-4. – С. 106–113.

[2] Нестеренко В.В. Характеризацiї рiзних ослаблень неперервностi з допомо-
гою замикання // Буковинський математичний журнал. – 2014. –2, 2-3. –
С. 177-182.
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Нехай Lp (1 ≤ p ≤ ∞) – стандартнi простори 2π-перiодичних функцiй. Для
f ∈ Lp i 0 < α, β <∞ покладемо ‖f‖p;α,β = ‖αf++βf−‖p, f±(t) = max{±f(t), 0}.

Найкращим (α, β)–наближенням класу функцiй M ⊂ Lp множиною H ⊂ Lp
в метрицi Lp називають величину

E(M,H)p;α,β = sup
f∈M

inf
h∈H

‖f − h‖p;α,β .

Якщо заданi ядро K ∈ L1 i множина F ∈ L1, то через K ∗ ϕ позначимо клас
функцiй вигляду f(x) = aµ + (K ∗ ϕ)(x), ϕ ∈ F, ϕ⊥µ, a ∈ R, де µ = µ(K) = 1,
якщо K⊥1 i µ = µ(K) = 0 у супротивному випадку.

Неперервне на (0, 2π) ядро K, що не є тригонометричним полiномом, будемо
називати CV D-ядром (K ∈ CV D), якщо ν(aµ + K ∗ ϕ) ≤ ν(ϕ) для довiльної
неперервної функцiї ϕ, ϕ⊥µ, i довiльного a ∈ R (ν(g) – кiлькiсть змiн знаку
2π-перiодичної функцiї g на перiодi).

Для невiд’ємної функцiї f ∈ L1 позначимо через r(f, t) неспадне перестав-
лення звуження функцiї f на промiжок [0, 2π]. Якщо g-довiльна функцiя iз
L1, покладемо Π(g, t) := r(g+, t) − r(g−, 2π − t). Множину F ⊂ L1 назвемо Π-
iнварiантною, якщо з f ∈ F i Π(g) = Π(f) випливає g ∈ F .

Для n, r ∈ N i h ∈ (0; 2π/n) через S1
2n,r(h) поначимо простори 2π-перiодичних

полiномiальних сплайнiв порядку r дефекту 1 з вузлами 2jπ/n i 2jπ/n + h, j ∈
Z, а через ϕn,0(α, β) – парну 2π/n-перiодичну функцiю, яка дорiвнює α для
t ∈ [0;πβ/n(α+ β)] i −β для t ∈ (πβ/n(α+ β);π/n] .

Теорема 1 Нехай n, r ∈ N, h ∈ (0, 2π/n), 0 < α, β < +∞, K ∈ CV D, F –
довiльна Π-iнварiантна множина 2π-перiодичних функцiй. Тодi

E(K ∗ F,K ∗ S1
2n,r(h))1;α,β = sup

f∈F
f⊥µ

∫ 2π

0
Π(K(−·) ∗ ϕn,o(α, β); t)Π(f, t) dt.
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В доповiдi сформульованi умови в одновимiрному випадку про обмеженiсть опе-
ратора, який є сумою вагового середнього Хардi-Лiттвуда та вагового середньо-
го Чезаро, з застосуванням iнтерполяцiї квазiлiнiйних операторiв слабкого типу,
встановленої автором [1]. Вперше Хiао одержав для вагових середнiх операторiв
Хардi-Лiттвуда та Чезаро необхiднi та достатнi умови обмеженостi в просторах
р-сумiруємих функцiй в n-вимiрному [2]. В [2] одержано умови обмеженостi опе-
ратора Чезаро в просторах Герця.

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ) (1)

[1] Пелешенко Б.И. Интерполяция операторов слабого типа в пространсвах
Лоренця// Укр. мат. журн. – 2005. – 57. –C. 1490-1507.

[2] Kuang JichangThe norm inequalities for the weighted Cesaro mtan operators //
Computers and Mathematics with Applications. – 2008. – 56. – C. 2588-2595.
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Нехай X — банахiв простiр i BX(y, r) = {x ∈ X : ‖x− y‖X ≤ r} — куля
радiуса r з центром в точцi y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd.

Для компактної множини A ⊂ X i ε > 0 через εk(A,X) позначимо ентропiйнi
числа (див., наприклад, [1]) цiєї множини:

εk(A,X) = inf

{
ε : ∃y1, . . . ,y2k ∈ X : A ⊆

2k⋃
j=1

BX(yj , ε)

}
.

У доповiдi мова буде йти про ентропiйнi числа класiв BΩ
p,θ [2] перiодичних

функцiй багатьох змiнних, якi при Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , t = (t1, . . . , td), rj > 0, j = 1, d,

спiвпадають iз вiдомими аналогами класiв Бєсова Brp,θ, 1 ≤ θ < ∞, та, при
θ =∞, — класiв Нiкольського Hrp .

А саме, отримано порядковi оцiнки величин εM (BΩ
p,θ, Lq), 1 ≤ q <∞, зокре-

ма, у випадку малої гладкостi, та величин εM (BΩ
p,θ, L∞).

[1] Höllig K. Diameters of classes of smooth functions // Quant. Approxim. — New
York: Acad. Press, 1980. — P. 163–176.

[2] Yongsheng S., Heping W. Representation and approximation of multivariate
periodic functions with bounded mixed moduli of smoothness // Тр. Мат. ин-та
РАН. — 1997. — 219. — С. 356–377.
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Ми кажемо, що неперервна функцiя має фрактальнi властивостi, якщо
фракталом (автомодельною множиною або множиною дробової розмiрностi
Гаусдорфа-Безиковича) є
1) або її графiк;
2) або множина несталостi;
3) або множина рiвня;
4) або множина особливостей (диференцiального, варiацiйного тощо характеру).

Фрактальнi властивостi мають монотоннi, немонотоннi, нiде не монотоннi,
неперервнi сингулярнi функцiї, зокрема нiде не монотоннi, недиференцiйовнi
функцiї. Їх сiм’ї у просторi C[0; 1] є досить масивними, а саме: домiнуючими
в топологiчному сенсi. Загальна теорiя функцiй вказаних типiв ще достатньо
бiдна.

Явно задавати i вивчати такi функцiї непросто. Сьогоднi успiшно розвива-
ється їх конструктивна теорiя i для цього ефективно (залучаються) використо-
вуються рiзнi системи кодування (зображення) дiйсних чисел, в яких моделлю
дiйсного числа є ряд або ланцюговий дрiб. Результативнiсть цього використання
є наслiдком детально вивченої геометрiї зображення, вiдомих метричих вiдно-
шень i нормальних властивостей дiйсних чисел.

У доповiдi пропонується ретроспективний погляд на iснуючi способи задан-
ня функцiй з автомодельними i фрактальними властивостями та схеми їх дослi-
дження. Розглядуванi класи функцiй мiстять класичнi функцiї: Мiнковського,
Салема, Серпiнського та iн.

У доповiдi також на модельних прикладах розглядається задача про розподiл
значень функцiї при заданому розподiлi аргумента.

[1] Працьовитий М.В. Нiде не монотоннi сингулярнi функцiї // Нау-
ковий часопис НПУ iменi М.П.Драгоманова. Серiя 1. Фiз.-мат. нау-
ки, 2011. –– №12. – С. 24-36.

[2] Працьовитий М.В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних роз-
подiлiв. — Київ: НПУ iменi М.П.Драгоманова, 1998. — 296 с.
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Неперервна функцiя розподiлу називається функцiєю канторiвського типу,
якщо її спектр (тобто множина точок росту) є нiде не щiльною. Взагалi кажучи,
функцiя канторiвського типу є сумiшшю абсолютно неперервної та сингулярної
компоненти:

F (x) = α1Fac(x) + α2Fs(x), αi ≥ 0, α1 + α2 = 1.

Окремої уваги заслуговують сингулярнi функцiї канторiвського типу (нагадає-
мо, що неперервна функцiя називається сингулярною, якщо вона вiдмiнна вiд
константи i має похiдну рiвну нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега). Зро-
зумiло, що коли спектр функцiї має нульову мiру Лебега, то функцiя є сингу-
лярною.

Для розвитку конструктивної теорiї функцiй канторiвського типу ефективно
використовуються системи зображення (кодування) дiйсних чисел з нескiнчен-
ним алфавiтом. Однiєю з таких є система, яка в якостi алфавiту використовує
множину цiлих невiд’ємних чисел i грунтується на розкладах чисел в ряди Сiль-
вестера.

Теорема 1 Для довiльного числа x ∈ (0; 1] iснує єдина послiдовнiсть (qn) на-
туральних чисел така, що q1 > 1, qn+1 > qn(qn − 1),

x =
1

q1
+

1

q2
+ ...+

1

qn
+ ... =

∞∑
n=1

1

qn
≡ ∆q1q2...qn... = ∆S

g1g2...gn...
,

де g1 = q1, g2 = q2 − q1, gn+1 = qn+1 − qn, n ∈ N .

Доповiдь присвячена розподiлам значень випадкової величини Y = Fξ(X), де F
– канторiвська функцiя розподiлу випадкової величини ξ = ∆S

η1η2...ηn...
з неза-

лежними цифрами (ηn) S-зображення, X – випадкова величина з заданим роз-
подiлом.

195



Анатолiй Прикарпатський1, Тарас Банах2

Про одну математичну проблему
А.М. Самойленка в теорiї ергодичних
деформацiй нелiнiйних гамiльтонових

систем
1Iнститут математики Дрогобицького державного педагогiчного

унiверситету iменi Iвана Франка, Дрогобич, Україна
E-mail: pryk.anat@cybergal.com

2Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,
Україна

E-mail: t.o.banakh@gmail.com

За останнi роки методи симплектичної геометрiї в застосуваннi до вивчення
широкого класу гамiльтонових динамiчних систем зазнали досить бурхливого
розвитку. Зокрема, при аналiзi структури перiодичних розв’язкiв неавтономних
гамiльтонових систем на симплектичних многовидах були запропонованi новi
математичнi методи їх дослiдження, що грунтуються на аналогу теорiї Морса
для нескiнченно-вимiрних многовидiв петель та симплектичнiй геометрiї лагран-
жевих многовидiв. Так, вивчаючи ергодичнi мiри, асоцiйованi з лагранжевими
динамiчними системами на дотичних просторах до конфiгурацiйних замкнутих
многовидiв, Дж. Мазер запропонував новий пiдхiд до вивчення вiдповiдних iнва-
рiантних ймовiрнiсних мiр за допомогою спецiально сконтруйованої β-функцiї на
групi гомологiй лагранжевого многовиду. Ця функцiя дає, зокрема, можливiсть
ефективно описати так званi гомологiї iнварiантних ймовiрнiсних мiр, що мiнiмi-
зують вiдповiдний лагранжевий функцiонал дiї. Як було показано в, пiдхiд Дж.
Мазера допускає нетривiальне узагальнення на випадок опису ергодичних мiр,
що пов’язанi натурально з заданою неавтономною перiодичною гамiльтоновою
системою на замкненому симплектичному многовидi. З цiєю метою в данiй працi
розвивається [1, 2, 3, 4] нова конструкцiя β-функцiї Дж. Мазера, асоцiйованої з
вiдповiдним многовидом Лагранжа та його гомологiчною структурою. Грунту-
ючись, зокрема, на варiантi елiптичної технiки М. Громова. В працi конструюю-
ться скiнченновимiрнi iнварiантнi пiдмноговиди петель, асоцiйованих з лагран-
жевим многовидом неавтономної гамiльтонової системи, якi є носiями вiдповiд-
них iнварiантних ергодичних мiр. Оскiльки побудованi iнварiантнi многовиди
мають структуру метричних просторiв, що допускають локально гомеоморфнi
вiдображення на стандартнi метричнi простори, в працi дослiджується важлива
проблема побудови ефективних критерiїв їх глобальної гомеоморфностi, сфор-
мульована проф. А.М. Самойленком при дослiдженнi адiабатичних iнварiантiв
повiльно збурених iнтегровних гамiльтонових систем.
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Нехай As ≡ {0, 1, ..., s − 1} – алфавiт, Ls ≡ As × As × ... × As × ... – простiр
послiдовностей елементiв алфавiту; q0, q1, ..., qs−1 — заданi додатнi дiйснi числа,
меншi 1, q0 + q1 + ... + qs−1 = 1. Теорема Працьовитого М.В. стверджує: для ∀
x ∈ [0; 1] iснує (αn) ∈ Ls:

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

(βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)) ≡ ∆Qs
α1α2...αn...

, (1)

βαk = q0 + q1 + ... + qαk−1. Ряд (1) називається Qs-представленням числа x, а
формальний запис ∆Qs

α1α2...αn... – Qs-зображенням ряду (1) i числа x. Розгля-
дається функцiя f , означена на [0; 1) рiвнiстю

f(∆Qs
α1α2α3...αnαn+1...

) = ∆Qs
ϕ(α1,α2)ϕ(α2,α3)...ϕ(αn,αn+1)...

,

де ϕ(i, j) – фiнiтна функцiя: As × As
ϕ→ As. Оскiльки, взагалi кажучи,

f(∆Qs
α1α2...αn−1αn(0)

) 6= f(∆Qs
α1α2...αn−1[αn−1](s−1)

), то для коректностi означен-
ня функцiї f використовуватимемо лише одне з двох зображень Qs-рацiональних
чисел, а саме те: що мiстить перiод (0).

Iснує рiвно ss
2
так означених функцiй, cеред них оператор лiвостороннього

зсуву цифр Qs-зображення, який вiдiграє важливу роль в ергодичнiй теорiї та
ймовiрнiснiй теорiї чисел. Частина функцiй цього класу має фрактальнi мно-
жини значень, автомодельнi графiки, розподiли значень функцiй при заданому
розподiлi аргумента в переважнiй бiльшостi є сингулярними, а їх носiї – фра-
ктальними.

Теорема 1 Серед класу функцiй f неперервними є лише s+2 функцiї: y = ∆Qs
(i)

,

i = 0, s− 1, y = x, y = I(x), де I(∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]...

— iнверсор цифр Qs-зображення числа.

Зауважимо, що випадок s = 2, який заслуговує на окрему увагу нами був
детально вивчений ранiше. У доповiдi пропонуються результати дослiдження
структурних, фрактальних, диференцiально-iнтегральних, тополого-метричних
та автомодельних властивостей функцiй даного класу при s ≥ 3.

198



А.С. Романюк
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В доповiдi будуть обговорюватися питання, пов’язанi з оцiнками ентропiйних
чисел i деяких поперечникiв класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiн-
них. Бiльш конкретно мова буде йти про точнi за порядком оцiнки ентропiйних
чисел, колмогоровських, лiнiйних та тригонометричних поперечникiв класiв Со-
болєва Wr

p,α i Нiкольського–Бєсова Brp,θ у просторах L∞ i B∞,1. Зазначимо, що
простiр B∞,1 є аналогом простору Бєсова Br∞,1 i норма в ньому є бiльш сильною,
нiж L∞-норма.

Мотивацiєю до дослiдження згаданих асимптотичних характеристик у про-
сторi B∞,1 була та обставина, що питання про їх порядки у просторi L∞ в бага-
товимiрному випадку залишається вiдкритим (див. [1] Open problems 4.2, 6.3).

В результатi проведених дослiджень було виявлено, що в одновимiрному ви-
падку (на вiдмiну вiд багатовимiрного) оцiнки вiдповiдних величин у просторах
L∞ i B∞,1 спiвпадають за порядком.

[1] Dung D., Temlyakov V.N., and Ullrich T. Hyperbolic Cross Approximation.
Advanced Courses in Mathematics. – CRM Barcelona: Birkhauser/Springer, to
appear.
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Доповiдь сформована за результатами автора (див. [1]–[5]), якi стосуються
структурних та апроксимацiйних властивостей кратного базису Хаара Hd в
просторах Лебега Lq(Id) функцiй з d змiнними, визначених на одиничному
кубi Id := [0, 1]d, d > 2.

Базис Hd, на вiдмiну вiд класичної тензорної базисної системи Хаара, по-
будований на основi одновимiрного базису Хаара i системи характеристичних
функцiй двiйкового розбиття вiдрiзка [0, 1].

Основнi пункти доповiдi:

• структурнi властивостi базису Hd;

• опис iзотропних просторiв Бєсова та просторiв Гельдера в термiнах умов на
коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих просторiв;

• опис гладкiсних властивостей функцiй, визначених на Id, в припущеннях
певного ступеня їх наближення полiномами, побудованими за системою Hd;

• нелiнiйна апроксимацiя за базисом Hd: оцiнки верхнiх меж найкращих m–
членних наближень у просторах Lq(Id) для функцiй, якi належать до оди-
ничних куль просторiв Бєсова та Гельдера; практично здiйсненний алгоритм
побудови екстремальних (в сенсi порядкових оцiнок наближень) нелiнiйних
m–членних агрегатiв;

[1] Романюк В.С. Конструктивная характеристика классов Гельдера и m-
членные приближения по кратному базису Хаара // Укр. мат. журн. —
2014. — 66, № 3. — С. 349-360.

[2] Романюк В.С. Кратный базис Хаара в обратных теоремах приближения
и теоремах вложения // Anal. Math. — 2015. — 41, № 4. — P. 241-255.

[3] Романюк В.С. Кратный базис Хаара и его свойства // Укр. мат. журн. —
2015. — 67, № 9. — С. 1253 – 1264.

[4] Романюк В.С. Кратный базис Хаара и m-членные приближения функций
из классов Бесова. I // Укр. мат. журн. — 2016. — 68, № 4. — С. 551 – 562.

[5] Романюк В.С. Кратный базис Хаара и m-членные приближения функций
из классов Бесова. II // Укр. мат. журн. — 2016. — 68, № 6. — С. 816 – 825.
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E-mail: ruslan.salimov1@gmail.com
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Нехай G — область у комплекснiй площинi C i µ : G→ C — вимiрна функцiя з
|µ(z)| < 1 майже всюди (м.в.) в G. Рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння
виду fz = µ(z)fz .

Вiдображення f : G → C називається регулярним у точцi z0 ∈
G, якщо в цiй точцi f має повний диференцiал та його якобiан
Jf = |fz |2 − |fz̄ |2 6= 0. Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1

loc називається ре-
гулярним, якщо Jf > 0 м.в.

Нехай σ : G→ C — вимiрна функцiя та m > 0. Розглянемо у полярнiй системi
координат (r, θ) рiвняння

fr = σ(reiθ) · |fθ|m · fθ, (1)

де fr и fθ — частиннi похiднi вiдображення f по r и θ, вiдповiдно.
Позначимо γr = {z ∈ C : |z| = r} , B = {z ∈ C : |z| < 1}.

Теорема 1 Нехай f : B → B — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння
(1) класу Соболєва W 1,2

loc , причому f(0) = 0. Припустимо, що c > 0, m > 0,
ε0 ∈ (0, 1) i σ : B→ C задовольняє умову 1

2πr

∫
γr

|dz|

|z| (Imσ)
1

m+1

m+1

6 c r−m

для м.в. r ∈ (0, ε0). Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

) 1
m

6

(
2c

m

) 1
m

<∞.

.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, проведених за грантом Пре-
зидента України за конкурсним проектом Ф75 Державного фонду фундамен-
тальних дослiджень.
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Дослiдженню властивостей аналогiв неперервностi присвячено багато праць.
За останнi десятирiччя у цьому напрямi вiдзначилась Чернiвецька математична
школа завдяки глибоким результатам, отриманим у працях В.К. Маслюченка та
його учнiв [1-3]. У цiй замiтцi розглянуто зв’язки мiж точковою розривнiстю та
рiзновидами квазiнеперервностi.

Теорема 1 Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний простiр. Тодi
точково розривне вiдображення f : X → Y ледь неперервне тодi i тiльки тодi,
коли воно є майже ледь неперервним.

Теорема 2 Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для точково розривно-
го вiдображення f : X → Y наступнi умови рiвносильнi:

• f сильно квазiнеперервне;

• f квазiнеперервне;

• f майже квазiнеперервне.

Що стосується ледь неперервностi i псевдоквазiнеперервностi, то жодна з
них, як показують приклади, не рiвносильна квазiнеперервностi навiть за умови
точкової розривностi вiдображень в евклiдових просторах.

[1] Маслюченко В.К. Нарiзно неперервнi вiдображення i простори Кете: дис.
докт. фiз.-мат. наук: 01.01.01 / Маслюченко Володимир Кирилович. – Чер-
нiвцi, 1999. – 345 c.

[2] Михайлюк В.В. Координатний метод i теорiя нарiзно неперервних вiдобра-
жень: дис. докт. фiз. – мат. наук: 01.01.01 / Михайлюк Володимир Васи-
льович. – Чернiвцi, 2008. – 333 c.

[3] Нестеренко В.В. Аналоги неперервностi: зв’язки мiж нарiзними i сукупни-
ми властивостями та теореми про декомпозицiю: дис. докт. фiз. – мат.
наук: 01.01.01 / Нестеренко Василь Володимирович. – Чернiвцi, 2016. – 320 c.
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Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних функцiй зi стандар-
тними нормами ‖ · ‖C i ‖ · ‖p.

Нехай, далi, r > 1 i β̄ = {βk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть дiйсних чисел.
Через W r

β̄,p
, 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо множину всiх 2π-перiодичних функцiй f , якi

зображуються за допомогою згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

ϕ(x− t)Br,β̄(t)dt, a0 ∈ R, ‖ϕ‖p ≤ 1, ϕ ⊥ 1,

з ядром Br,β̄(t) =
∞∑
k=1

k−r cos
(
kt− βkπ

2

)
, r > 1, βk ∈ R.

Якщо βk ≡ β, то W r
β̄,p

є вiдомими класами Вейля-Надя W r
β,p.

Розглянемо величини

En(W r
β̄,p

)C = sup
f∈Wr

β̄,p

‖f − Sn−1(f)‖C , (1)

де Sn−1(f) — частинна сума Фур’є функцiї f порядку n− 1.
Дослiджується задача про знаходження сильної асимптотики величин (1)

при великих значеннях r.

Теорема 1 Нехай r > 1, 1 ≤ p ≤ ∞, β̄ = {βk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть
дiйсних чисел i n ∈ N. Тодi при r ≥ n+ 1

En(W r
β̄,p

)C =
‖ cos t‖p′

π
n−r +O

(
n−r

(
1 +

1

n

)−r)
,

1

p
+

1

p′
= 1, (2)

рiвномiрно вiдносно всiх розлядуваних параметрiв.

При p =∞ оцiнку (2) встановив С.Б. Стєчкiн в [1, теорема 4].
Формула (2) є асимптотичною рiвнiстю у випадку, коли r/n→∞, n→∞.

[1] Стечкин С.Б.Оценка остатка ряда Фурье для дифференцируемых функций
// Приближение функций полиномами и сплайнами, Сборник статей, Тр.
МИАН СССР. – 1980. – 145. – C. 126–151.
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Нехай G ⊂ Cp, p ≥ 1, – полiнiйна область з класу σ ([1]), а для r > 0 i A ∈ Rp+:
G(r, A) := G+ rA.

Нехай Λp = (λn), λn = (λ
(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) i 0 = λ

(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞

(1 ≤ k ↑ +∞), 1 ≤ j ≤ p. Через Hp позначимо клас цiлих в Cp, обмеже-
них у довiльнiй полiнiйнiй областi G(r, A) функцiй, а через Hp(Λp) позначи-
мо клас цiлих (абсолютно збiжних скрiзь в Cp) рядiв Дiрiхле вигляду F (z) =∑+∞
‖n‖=0

ane〈z,λn〉, z ∈ Cp, таких, що (∀j) : #{nj : a(n1,...,nj ,...,np) 6= 0} = +∞,
Hp(Λp) ⊂ Hp. Для функцiї F ∈ Hp(Λp) i r > 0 позначимо SF (r, A) =
sup{|F (z)| : z ∈ G(r, A)} i

µF (r, A) := max
{
|an| sup

{
exp
(
Re〈z, λn〉

)
: z ∈ G(r, A)

}
: n ∈ Zp+

}
.

Теорема 1 ([1]) Якщо ρ i для послiдовностi показникiв Λp виконується умова
lim‖n‖→+∞

ln ‖n‖
〈A,λn〉

:= τ < +∞, то для кожного ряду Дiрiхле F ∈ Hp(Λp)∫ +∞

0
e−rρlnSF (r, A)dr < +∞ ⇐⇒

∫ +∞

0
e−rρlnµF (r, A)dr < +∞.

Теорема 2 ([1]) Для будь-якої послiдовностi показникiв Λp такої, що τ = +∞,
для довiльного A ∈ Rp+ i для кожного ρ > 0 iснує ряд Дiрiхле F ∈ Hp(Λp), для
якого

∫+∞
0 e−rρlnµF (r, A)dr < +∞ i

∫+∞
0 e−rρlnSF (r, A)dr = +∞ для SF (r, A)

i µF (r, A), означених за вичерпанням G(r,A) = {z ∈ Cp : Re z < rA}.

[1] Сало Т., Скаскiв О., Тарновецька О. Про класи збiжностi для кратних рядiв
Дiрiхле // Вiсн. Львiв. ун-ту.Сер.мех.-мат. –2017. – Вип.83. – С.72–81.
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В роботi розглядається опис класу полiномiальних розв’язкiв для однорiдних
лiнiйних елiптичних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами на комплекснiй площинi.
Вiдповiдна теорема про середнє обирається по вершинах правильного многоку-
тника.

Нехай BR := {z ∈ C : |z| < R}, m,n ∈ N, s ∈ N0, n ≥ 3, s < m < n + 1,
dn := 2(5 + 4 cos π

n
)−1/2 для непарного n, dn := 2(4 + 5 cos2 π

n
)−1/2 для парного

n. Позначимо через E(n,m, s) множину всiх пар цiлих невiд’ємних чисел (k, l),
для яких виконуються умови: k < m− s або l < m; k < n+ s; l < n− s.

Теорема 1 Нехай R > 0, f ∈ C2m−s−2(BR), r ∈ (0, dnR). Тодi наступнi твер-
дження є еквiвалентиними:
1) для всiх z ∈ BR та α ∈ [0, 2π) таких, що {z+ reiα+i 2πν

n }n−1
ν=0 ⊂ BR, викону-

ється рiвнiсть

m−1∑
p=s

nr2p

(p− s)!p!
∂p−s∂̄pf(z) =

n−1∑
ν=0

(reiα+i 2πν
n )sf(z + reiα+i 2πν

n ); (1)

2) функцiя f має вигляд

f(z) =
∑

(k,l)∈E(n,m,s)

ck,lz
k z̄l, ck,l ∈ C. (2)

[1] Привалов И. И. Субгармонические функции. – М., Л.: ОНТИ НКТП СССР,
1937. – 199 c.

[2] Volchkov V. V. Integral Geometry and Convolution Equations. –
Dordrecht/Boston/London: Kluwer Academic Publishers, 2003. – 454 c.

[3] Trofymenko O. D. Convolution equations and mean-value theorems for solutions
of linear elliptic equations with constant coefficients in the complex plane //
Journal of Mathematical Sciences. – 2018. – 229, 1. – C. 96-107.
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За вiдомою теоремою [1] для кожного злiченнократного неперервного вiд-
ображення двох многовидiв однакової вимiрностi iснує вiдкрита щiльна множина
точок локального гомеоморфiзму. Виявляється, що для iснування точок локаль-
ного гомеоморфiзму досить вимагати злiченну кратнiсть вiдображення лише для
точок деякої пiдмножини не першої категорiї в образi. В одновимiрному випад-
ку твердження теореми залишається справедливим для функцiй першого класу
Бера з властивiстю Дарбу.

Теорема 1 [2]. Нехай D ⊂ Rn – область, f : D → Rn1 – неперервне i нульви-
мiрне вiдображення. Якщо множина H ⊂ Rn1 не першої категорiї в множинi
f(D) i прообрази f−1(y) точок y ∈ H не бiльше нiж злiченнi, то в областi D
iснує вiдкрита множина точок локального гомеоморфiзму.

Теорема 2 [3]. Нехай f : [a, b]→ R – нiде не стала функцiя першого класу Бера
з властивiстю Дарбу, яка має множину злiченних рiвнiв E ⊂ R всюди другої
категорiї. Тодi iснує вiдкрита щiльна множина G =

⋃
i
Gi ⊂ [a, b], в кожнiй

компонентi Gi якої функцiя f строго монотонна i неперервна.

[1] Трохимчук Ю.Ю. Дифференцирование, внутренние отображения и крите-
рии аналитичности: монографiя / Ю.Ю. Трохимчук // Працi Iнституту
математики НАН України: Математика та її застосування. – К.: Iнсти-
тут математики НАН України, 2008. –Т.70. – 539 c.

[2] Трохимчук Ю.Ю. Счетная кратность и категория / Ю.Ю. Трохимчук //
Доповiдi НАН України. – 2014. – №1. – C. 33-36.

[3] Сафонов В.М. Про функцiї першого класу Бера з властивiстю Дарбу / В.М.
Сафонов // Збiрник праць Iнституту математики НАН України: Аналiз та
застосування. – К.: Iнститут математики НАН України, 2017. – Т.14, №1. –
C. 222-229.
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У зв’язку iз розвитком фiзики та математики iснує потреба розвивати теорiю
основних i узагальнених функцiй нескiнченої кiлькостi змiнних. Один з найбiльш
успiшних пiдходiв до побудови такої теорiї полягає у конструюваннi просторiв
щойно згаданих функцiй таким чином, що природне спарювання мiж основни-
ми та узагальненими функцiями породжене iнтегруванням вiдносно деякої ймо-
вiрнiсної мiри на дуально-ядерному просторi. Спочатку це була стандартна га-
уссiвська мiра, вiдповiдна теорiя називається гауссiвський аналiз бiлого шуму
(напр., [1]); потiм були реалiзованi численнi узагальнення. Зокрема, важливi для
застосувань результати можна отримати, якщо у якостi вищезгаданої мiри вико-
ристати так звану мiру бiлого шуму Левi, вiдповiдна теорiя називається аналiз
бiлого шуму Левi.

Головною проблемою при побудовi аналiзу бiлого шуму Левi є вiдсутнiсть
у процесiв Левi (крiм вiнерiвського та пуассонiвського) так званої властивостi
хаотичного розкладу (ВХР) (тобто можливостi представити довiльну квадрати-
чно iнтегровну випадкову величину у виглядi ряду з повторних стохастичних
iнтегралiв за процесом Левi вiд невипадкових функцiй), яка грає ключову роль
при побудовi гауссiвського аналiзу бiлого шуму.

Тим не менш, iснують рiзнi узагальнення цiєї властивостi. Ми маємо справу
з узагальненням Литвинова ВХР [2]. Воно ґрунтується на розкладi квадратично
iнтегровних за мiрою бiлого шуму Левi функцiй (випадкових величин) у ряди
зi спецiальним чином побудованих ортогональних функцiй, подiбно до розкладу
за полiномами Ермiта у гауссiвському аналiзi. Цей пiдхiд на сьогоднi є одним з
найбiльш цiкавих та перспективних з точки зору застосувань. Отже, розбудова
аналiзу бiлого шуму Левi з використанням щойно згаданого пiдходу i, зокрема,
розбудова так званого вiкiвського числення (теорiї, що вивчає природнi аналоги
поточкового добутку — так званi вiкiвськi добутки на просторах основних i уза-
гальнених функцiй нескiнченої кiлькостi змiнних) у його термiнах, є важливою
та актуальною задачею.

Основнi результати дослiдження полягають у вивченнi властивостей вiкiв-
ського добутку та пов’язаних з ним так званих вiкiвських версiй голоморфних
функцiй на просторах регулярних узагальнених функцiй аналiзу бiлого шуму
Левi. Зокрема, ми встановили, що оператор стохастичного диференцiювання [3]
є диференцiюванням вiдносно вiкiвського множення.

За аналогiєю з гауссiвським та бiльш загальним майкснерiвським аналi-
зом [4], отриманi результати можна застосувати для розв’язання та вивчення
властивостей розв’язкiв стохастичних рiвнянь з нелiнiйностями вiкiвського типу,
такi рiвняння використовуються при моделюваннi багатьох фiзичних процесiв,
зокрема, у структурно неоднорiдних середовищах.
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