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ЕЛІПТИЧНІ МЕТОДИ ГЕНЕРАЦІЇ СІТКИ ПОВЕРХНІ 

Л. В. Халанчук1, С. В. Чопоров2 

1Таврійський державний агротехнологічний університет 

імені Дмитра Моторного, Україна 

2Запорізький національний університет, Україна 

Враховуючи інтенсивний розвиток комп’ютерних технологій, особ-
ливого значення набуває математичне моделювання різноманітних 
фізичних процесів. Багато таких процесів описується рівняннями з ча-
стинними похідними, аналітичний розв’язок яких іноді неможливо от-
римати через складність отриманих рівнянь, складну геометрію області 
чи інші фактори. Тому чисельні методи розв’язання рівнянь з частин-
ними похідними широко застосовуються в різних областях науки і тех-
ніки. Під час чисельних методів розв’язок шукають у вузлах сітки, на 
яку розбивається розрахункова область. Задача побудови розрахункової 
сітки полягає в пошуку відображення, що переводить вузли сітки з 
фізичної області в розрахункову. Таке відображення повинно задоволь-
няти багатьом умовам відповідно до поставленої задачі. Наприклад, 
сітка повинна мати згущення в тій області, де можлива поява великих 
градієнтів шуканих функцій. Тому дослідження методів деформації 
сітки є актуальною задачею. 

Для розв’язання диференціальних рівнянь з частинними похідними 
часто бажана адаптивна стратегія, одним із важливих підходів якої є ме-
тод деформації сітки [1]. Він застосовується до різних фізичних та ін-
женерних проблем, таких як горіння, ударні хвилі, реакції дифузії та 
двофазні потоки [2-4]. В роботах [5-6] розглянуто методи деформації 
структурованої сітки з використанням контролюючих функцій дифе-
ренціального рівняння Пуассона. Дослідження згущення вузлів сітки 
через контрольні функції, що задавали області діагональних ліній, 
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круга, синусоїди за допомогою рівняння Ейлера, що застосовується в 
задачах газової динаміки, показано в статті [7]. Враховуючи широке за-
стосування структурованих сіток в прикладних задачах, можна ствер-
джувати, що розробка методів генерації дискретних моделей, скінченні 
елементи яких згущуються в місцях концентрації напруги і в місцях, де 
конструкція має особливу форму, є актуальною задачею. 

Метою даної роботи є аналіз актуального стану проблеми керування 
згущенням сітки під час автоматичної побудови структурованих дис-
кретних моделей (сіток) геометричних об’єктів, що представлені по-
верхнями тіл обертання. 

В структурованих сітках алгоритм нумерації вузлів і визначення комі-
рок, узгоджених з межею, доволі простий. Конструкція таких сіток дозво-
ляє легко збільшувати кількість вузлів для оцінки збіжності, похибки і для 
підвищення точності чисельних методів розв’язку крайових задач. Дифере-
нціальні методи на основі еліптичних і параболічних рівнянь дають гладкі 
внутрішні координатні лінії, тому є можливість будувати ортогональні лінії 
та лінії, що згущуються. Розглянемо диференціальний метод на прикладі 
еліптичного рівняння. Для криволінійної розрахункової області при побу-
дові сітки використовують перетворення координат, що дозволяє криволі-
нійну фізичну область в системі координат �, �� перевести до прямокутної 
розрахункової області в системі �p, q�. Зв’язок між фізичною та розрахун-
ковою областями визначається залежностями:  = �p, q�, � = ��p, q�.                                        (1) 

У найпростішому узагальненому вигляді, з урахуванням перетво-
рення з фізичної до розрахункової області координат (1), маємо рів-
няння Лапласа для генерації структурованої сітки, що дозволяють отри-
мати рівномірну сітку. Для отримання згущення сітки в потрібних об-
ластях використовують контрольні функції r�p, q�, s�p, q� і рівняння 
Пуассона: ∇�p = r�p, q�,      ∇�q = s�p, q�.                               (2) 

Оскільки лінії сітки задають в просторі �p, q�, то необхідно отримати 
залежності  = �p, q�, � = ��p, q�, тому залежні і незалежні змінні в рі-
внянні (2) необхідно поміняти місцями. Розв’язок системи (2) в розра-
хунковій області системи координат �p, q� отримує вигляд: 

vw�� xE,xyE − 2w�� xE,xyxz + w�� xE,xzE + w {P�p, q� x,xy + Q�p, q� x,xz~ = 0,
w�� xE=xyE − 2w�� xE=xyxz + w�� xE=xzE + w {P�p, q� x=xy + Q�p, q� x=xz~ = 0,  (3) 

де 
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w�� = {x,xy~� + {x=xy~� , w�� = x,xy x,xz + x=xy x=xz ,
 w�� = {x,xz~� + {x=xz~� , w = {x,xy x=xz − x=xy x,xz~� .                     (4) 

У загальному випадку рівняння (3) є нелінійними, тому розв’язу-
ються чисельно, використовуючи, наприклад, різницеві схеми. Розгля-
немо згущення вузлів до певної координатної лінії, для цього можна ви-
користати контрольні функції, що можуть бути задані формулами: r�p, q� = − ∑ �	 �yBy��|yBy�| �B��|yBy�|�	�� ,                           (5) 

s�p, q� = − ∑ �	 �zBz��|zBz�| �B��|zBz�|�	�� ,                          (6) 

де N – кількість ліній (координатних ліній p = p	 та q = q	), біля яких 
сітка повинна згущуватися, а коефіцієнти �	, �	 – додатні параметри. 

Функція (5) приводить до суміщення ліній p = ����� до лінії p = p	, 
а функція (6) приводить до суміщення ліній q = ����� до лінії q = q	. 
Вплив параметрів контрольних функцій (5) та (6) на якість сітки під час 
2D моделювання було розглянуто в статтях [5-6].  

Розглянемо вплив параметрів контрольних функцій (5) та (6) на сітку, 
що є моделлю поверхні. Виконаємо дослідження поверхні обертання. 
Оскільки циліндричні та конічні форми розповсюджені в інженерних кон-
струкціях, то дослідження згущення сітки таких поверхонь в місцях кон-
центрації напруги є актуальною задачею. Виконуємо генерацію сітки в па-
кеті програм Scilab за допомогою формул (3)-(4), а згущення по вертикаль-
ним лініям за допомогою формули (6). Під час дослідження було розгля-
нуто комбінації поверхонь наступних тіл обертання: циліндра та конуса, 
циліндра та сфери та двох конічних поверхонь (рис. 1).  

a b c 
Рисунок 1. Згущення сітки під час комбінації поверхонь: a) циліндр  

та конус; b) циліндр та сфера; c) 2 конічні поверхні. 

Висновки. В роботі було розглянуто методи побудови структурова-
них дискретних моделей на прикладі вже відомих поверхонь. Особлива 
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увага була приділена дослідженню впливу контрольних функцій на ке-
рування сіткою. В роботі виконано генерацію сітки на прикладі дифе-
ренціального рівняння Пуассона. Для деформації сітки застосовано кон-
тролюючі функції, за допомогою яких можна побудувати згущення до 
необхідних координатних ліній. Досліджено вплив параметрів контро-
люючих функцій на якість отриманої сітки – ортогональність коорди-
натних ліній. Для демонстрації згущення в пакеті програм Scilab обрано 
поверхні тіл обертання та їх комбінації, що мають кращі властивості об-
тікання порівняно з поверхнями многогранників та широко застосову-
ються в аеробудівній та ракетобудівній галузі. 
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